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Masine stanja

Masine stanja su jednostavan matematicki model za procese tipa korak-po-korak.
Buduéi da veéinu racunarskih programa mozemo shvatiti kao definisanje
korak-po-korak izracunljivih procesa, nije iznenadenje da su se masine stanja javile u
racunarskim naukama. Javljaju se i u drugim oblastima kao Sto su dizajniranje
digitalnih kola i u modelovanju procesa vjerovatnoce.

Formalno, masina stanja nije nista drugo nego binarna relacija na skupu. Elementi
skupa se nazivaju stanja, relacija se naziva relacija tranzicije dok se strelica u grafu
relacije tranzicije naziva tranzicija. Relacija tranzicije se jos naziva i graf stanja masine
a tranziciju iz stanja ¢ u stanje r ¢emo zapisati sa ¢ — r. Masina stanja takode mora
imati i odredeno pocetno stanje.

Primjer 1.1. Jednostavan primjer masine stanja je ogranicent brojac¢ od 0 do 99 a koji
se zatim vrti na sljedecem odbrojavanju. Dakle, stanja ove masine su0,1,2,...,99,0, pri
cemu smo sa O (overflow) oznadcili stanje masine stanja u kojem se brojac¢ vrti. Pocetno
stanje je 0, tranzicije su oblikan — n+1 za 0 < n < 99, zajedno sa tranzicijama 99 — O

10 — 0.

start P
stata ol
=

(01 —=2)= - —-'99-__—.’_':5::1?&'101%_

oy

Ova masina stanja i nije od neke koristi kada se jednom poéne da vrti jer nikada nece
promijenitt stanje. ]

Naprimjer, masine stanja za digitalna kola i algoritme podudaranja stringova obi¢no
imaju konacan broj stanja ali recimo masine koje modeluju neprekidna izracunavanja
obi¢no imaju beskonacan broj stanja. U prethodnom primjeru smo imali konacan broj
stanja. Medutim mogli smo u Primjeru (1.1) definisati neprekidni broja¢, koji bi brojao
neprekidno bez vréenja na posljednjem stanju. Skup svih stanja bi u tom sluc¢aju bio
skup svih nenegativnih cijelih brojeva, $to je beskonacan skup, te bi crtanje dijagrama
bilo nemoguce.

Masine stanja su obi¢no definisane sa oznakama na stanjima i/ili tranzicijama da bi
naznacili stvari kao §to su vrijednosti ulaza i izlaza, cijene, kapacitete ili vjerovatnoce.
NaSe masina stanja ne ukljucuju takve oznake jer nisu bitne za nas u ovom trenutku.
Mi imenujemo stanja da bismo mogli o njima razgovarati, ali imena nisu dijelovi masine
stanja.

Primjer 1.2. Primjer jednostavnog mehanizma koji se mozZe modelovati masinom
stanja jeste rampa sa tri rotirajuce ruke w visini struka a koja se koristi za kontrolu
pristupa autobuskim stanicama, parkovima i slicno. U pocetku su ruke zakljucane 1
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blokiraju wlaz time sprecavajuci prolaz. Ubacivanjem mnovcica u rampu otkljuc¢avamo
ruke $to omogucava jednoj osobi da prode. Nakon sto jedna osoba prode, ruke se
zakljucavaju dok neko ponovo ne ubaci novcic.

Posmatrajudi ovaj proces kao masinu stanja, imamo dva moguéa stanja (otklju¢ano
i zakljucano) i postoje dvije radnje koje mogu da uticu na stanja. To su ubacivanje
novcica i guranje ruku na rampi. U zakljuc¢anom stanju, guranje ruku rampe ne dovodi
do promgjene stanja. Bez obira koliko puta gurnuli ruke rampe, stanje se nece promijeniti.
Ubacivanje novéica uw rampu dovodi do promjene stanja iz stanja zakljuc¢ano u stanje
otkljucano. U otklju¢anom stanju, ubacivanje novcica ma koliko puta, ne dovodi do
promgjene stanja. Medutim, guranjem ruke rampe dolazi do promjene stanja u zakljucano
stanje. [

Princip invarijantnosti

U ovoj sekciji predstavljamo Princip invarijantnosti $to je verzija indukcije skrojena
posebno za dokazivanje osobina masina stanja. Jedna od najvaznijih primjena indukcije
u racunarskim naukama je dokazivanje jedne ili viSe Zeljenih osobina koje nastavljaju da
vrijede u svakom koraku u procesu. Osobina koja je sacuvana kroz cijeli niz operacija ili
koraka se naziva sacuvana invarijanta.

Princip invarijantnosti éemo demonstrirati kroz primjer kretanja robota.

Pretpostavimo da imamo robota koji se kreée u ravni po dvodimenzionalnoj
koordinatnoj mrezi sa cjelobrojnim koordinatama. Pretposatvimo da robot pocinje
kretanje u koordinatnom pocetku i da se kreée samo dijagonalno od tacke do tacke.
Stanje robota, u bilo kojem trenutku, moze biti opisano sa uredenim parom
cjelobrojnih koordinata (z,y) njegove trenutne pozicije. Pocetno stanje je stanje (0, 0).
Preciznije, tranzicije robota su opisane sa

{(m,n) > (m*+1l,ntl), mnecZ}

Poslije prvog koraka robot moze biti u ¢etiri moguéa stanja (1,1), (—1,1), (1,—1) ili
(=1,-1). Poslije drugog koraka postoji devet novih moguéih stanja za robota
(ukljuéujuéi i stanje (0,0)).

Postavlja se pitanje: moze li robot ikada dostiéi poziciju (1,0)?
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Ukoliko analiziramo kretanje robota, mozemo primjetiti da robot moze dostié¢i jedino
pozicije (m, n) za koje je m + n paran broj, sto podrazumijeva da robot nikad ne moze
dostiéi poziciju (1,0) . Ovo slijedi iz ¢injenice da je parnost sume koordinata pozicije
robota osobina koja je sacuvana kroz kretanje. Da bi naglasili dio gdje koristimo
indukciju, defini§imo osobinu parnosti sume koordinata stanja sa

ParnaSuma((m,n)) :==m +n je parno.

Lema 1.1.1. Za bilo koju tranziciju ¢ — r robota koji se dijagonalno kreée vrijedi da
ako je ParnaSuma(q) onda vrijedi ParnaSuma(r).

Ovo vrijedi na osnovu definicije tranzicija robota (m,n) — (m £ 1,n £ 1). Poslije
tranzicije, suma koordinata se mijenja za (+1)+(%1) sto je 0 ili £2. Naravno, dodavajuéi
0 ili £2 parnom broju daje parni broj. Dakle, trivijalnom indukcijom na broj koraka
sada mozemo dokazati sljede¢u teoremu.

Teorem 1.1.2. Suma koordinata bilo kojeg stanja koje mozZe dosti¢i robot koji se
dijagonalno krece je parna.

Dokaz. Induktivna hipoteza je data sa
P(n) := ako je stanje ¢ moguce dostiéi u n kretanja, tada je ParnaSuma(q).

Dakle, P(0) je ta¢no jer jedino stanje koje je moguce dostiéi u 0 koraka je stanje (0,0) a
0+ 0 je paran broj.

Pretpostavimo da je P(n) tacno i neka je r bilo koje stanje koje je moguée dostiéi u
n+1 koraka. Trebamo pokazati da vrijedi ParnaSuma(r). Buduéi da je stanje r moguée
dosti¢i u n + 1 koraka, tada mora postojati stanje ¢ koje je moguce dosti¢i u n koraka.
Kako smo pretpostavili da je P(n) ta¢no, tada vrijedi ParnaSuma(q) ali tada na osnovu
Leme 1.1.1 vrijedi ParnaSuma(r). Ovim smo pokazali da iz P(n) slijedi P(n + 1).

Dakle, za svako m > 0 vrijedi da ako je stanje ¢ moguce dosti¢i tada vrijedi
ParnaSuma(q), $to znaci da za svako stanje koje robot moze dosti¢i ima osobinu
parnosti sume koordinata stanja. O

Na osnovu ovog teorema zaklju¢ujemo da robot nikada ne moze dostiéi stanje (1,0), jer
1 + 0 nije paran broj.
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Koristenje invarijate parne sume da bi razumjeli opisano kretanje robota je jednostavan
primjer primjene metode koja se naziva Princip invarijantnosti. Princip ustvari pokazuje
kako se indukcija na broj koraka koji su potrebni da se dostigne neko stanje primjenjuje
na invarijante.

Izursenje masine stanja opisuje moguéi niz koraka koje maSina moze uzeti.

Definicija 1.1.1. Izurienje masine stanja je niz stanja (moguée i beskonacno) sa
osobinama da pocinje sa pocetnim stanjem i da ako su q i r dva uzastopna stanja u
nizu, tada je q — 1.

Stanje se naziva dostupnim ako se pojavljuje u nekom izvrsenju.

Definicija 1.1.2. Sac¢uvana invarijanta masine stanja je predikat P na stanju, takav
da kad god je P(q) tacan za stanje q i ako je ¢ — v za neko stanje r, tada je 1 P(r)
tacan.

Princip invarijantnosti mozemo iskazati sa:

Ako je sacuvana invarijanta masine stanja tacna za pocetno stanje, tada je tacna za
svako stanje koje se moZe dostici.

Princip invarijantnosti nije nista drugo nego princip indukcije prilagoden i skrojen u
odgovarajucoj formi za masine stanja. Dokaz da je predikat tacan u pocetnom stanju
nije nista drugo nego baza indukcije a dokaz da je predikat sacuvana invarijanta odgovara
induktivnom koraku.

Jedan zanimljiv primjer za masine stanja

U filmu Umri muski III mozemo naéi jedan zanimljiv primjer vezan za masine stanja.
Naime, u jednoj sceni u filmu, glavni likovi Bruce Willis i Samuel L. Jackson trebaju
da deaktiviraju bombu koju je postavio Simon Gruber. U jednoj fontani se nalaze dva
prazna kanistera, jedan zapremine 3 litra a drugi zapremine 5 litara. Pomocu njih je, u
roku od 5 minuta, potrebno natociti tacno 4 litra vode u veéi kanistar te ga postaviti
na vagu Sto Ce zaustaviti tajmer i detonaciju bombe. Sre¢om, Bruce i Samuel su uspjeli
rijesiti problem na sljedeéi nacin:

Korak 1 natocili su pun kanister od 5 litara (veéi) vodom iz fontane,

Korak 2 natocili su pun kanister od 3 litra (manji) vodom iz kanistera od 5 litara (u
veéem kanisteru ostalo ta¢no 2 litra vode),

Korak 3 ispraznili su kanister od 3 litra,
Korak 4 natocili su u kanister od 3 litara tacno 2 litra vode iz vec¢eg kanistera,
Korak 5 ponovo su natocili pun kanister od 5 litara vodom iz fontane,

Korak 6 manji kanister od 3 litra su dopunili vodom (1 litar) iz velikog kanistera, ¢ime
je u velikom kanisteru ostalo ta¢no 4 litra vode.

4
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Ovaj scenario punjenja i praznjenja kanistera moze se modelovati sa masinom stanja.
Oznacimo sa v koli¢inu vode u vecem kanisteru i sa m koli¢inu vode u manjem kanisteru.
Sa kanisterima od 3 i 5 litara stanja su uredeni parovi realnih brojeva (v, m) takvih da
je 0 < v <5i0 < m< 3. Sada neéemo pretpostavljati da su brojevi v i m ustvari cijeli
nenegativni brojevi, mada je i tu osobinu, u ovom sluc¢aju moguce dokazati. Pocetno
stanje je (0,0) jer su u pocetku oba kanistera prazna.

Buduéi da koli¢ina vode u kanisterima mora biti ta¢no poznata, posmatra¢emo samo
poteze u kojima nalijemo pune kanistere ili ih u potpunosti ispraznimo. Zbog toga,
postoji nekoliko moguéih tranzicija:

1. tranzicija (v, m v,3) za m < 3, §to predstavlja punjenje manjeg kanistera,

2. tranzicija (v, m 5,m) za v < 5, §to predstavlja punjenje veceg kanistera,

(

(

3. tranzicija (v, m v,0) za m > 0, §to predstavlja praznjenje manjeg kanistera,
(

) = (
) = (
) = (
) = (

4. tranzicija (v, m 5,m) za v > 0, §to predstavlja praznjenje veéeg kanistera,

5. tranzicija
(v, m) — (v+m,0) zav+m <5,
’ (5,m — (5 —v)) inace.

za m > 0, §to predstavlja presipanje vode iz manjeg u veéi kanister,

6. tranzicija
(0,v+m) zav+m <3,
v—(3—=m),3) inace.

wm={

za v > 0, §to predstavlja presipanje vode iz veéeg u manji kanister.

Analizirajuéi moguéa stanja u ovoj masini stanja vidimo da je stanje (4,3) dostupno.
Kao sto vidimo, u ovom primjeru postoji vise od jedne moguée tranzicije i ovakva vrsta
masine stanja se naziva neodredena. Masine stanja u kojima, iz stanja u stanje, postoji
samo jedna moguca tranzicija naziva se odredena masina stanja, kao u Primjeru (1.1).

Ovaj primjer Simon je mogao malo modifikovati u smislu da je veéi kanister od 5 litara
zamijenio sa kanisterom od 9 litara te postavio iste uslove i isti zadatak. MaSina stanja
u tom slucaju bi imala isti opis i stanja opisano ranije uz zamjenu broja 5 brojem 9,
gdje god se pojavljuje. I u tom slu¢aju mogli bi postaviti pitanje: da li je stanje (4, m)
dostupno?

Dokazac¢emo da nije koristeéi princip invarijantnosti. Definisimo sa¢uvanu invarijantu
kao predikat P((v,m)) gdje su v i m nenegativni cijeli brojevi djeljivi sa 3.

Pretpostavimo da je P(q) ta¢no za neko stanje ¢ = (v,m) i neka je ¢ — r. Moramo
pokazati da u tom slucaju je i P(r) tacno. Dokaz za to se dijeli u nekoliko slucajeva u
ovisnosti koju tranziciju smo koristili.

Recimo, u slucaju punjenja manjeg kanistera imamo da je r = (v,3). Kako je P(q) =
P(v,m) po pretpostavci ta¢no, slijedi da su v i m nenegativni cijeli brojevi djeljivi sa 3.
Odavdje mozemo zakljuciti da su onda v i 3 nenegativni cijeli brojevi djeljivi sa 3, jer
smo za vrijednost m uzeli bas broj 3. To implicira ja da je P(r) = P(v, 3) tacno.

U slucaju presipanja vode iz ve¢eg u manji kanister postoje dva podsluc¢aja. Prvo, ako
nema dovoljno mjesta u malom kanisteru za svu vodu, a to je slucaj kada je v +m > 3,
imamo da je r = (v — (3 — m),3). Kako su v i m nenegativni cijeli brojevi djeljivi sa 3
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tada su i brojevi v — (3 —m) i 3 djeljivi sa tri, §to implicira da je P(r) tatno. Na slican
nacin dokazujemo i ostale slucajeve.

Sada, na osnovu Principa invarijantnosti zakljucujemo da svako dostupno stanje zado-
voljava uslov P. Buduéi da ne postoji stanje u obliku (4,m) koje zadovoljava uslov P,
dokazali smo da za ovakvu modifikaciju problema, nije moguce rijesiti problem i detoni-
rati bombu.

Primijetiomo da stanje (1,0) koje zadovoljava =P ima tranziciju u stanje (0,0). Odavdje
zaklju¢ujemo da negacija sa¢uvane invarijante mozda neée biti sacuvana invarijanta.

Parcijalna ispravnost i prekid

U teorijskoj kompjuterskoj nauci kazemo da je algoritam ispravan u skladu sa
specifikacijom ako se ponasa u skladu kako je specificiran. Najbolje je istrazena
funkcionalna ispravnost koja se odnosi na ulazn-izlaz ponsanje algoritma, tj. za svaki
ulaz algoritam proizvodi izlaz zadovoljavajuci specifikaciju.

Parcijalna ispravnost zahtijeva da ako je vracen odgovor tada je ispravan i ona se razli-
kuje od potpune ispravnosti koja dodatno zahtijeva da se algoritam zavrSava. Znaci, da
bi dokazali potpunu ispravnost, potrebno je dokazati parcijalnu ispravnost i zavrSavanje
algoritma.

Drugim rijecima, za verifikaciju programa zahtijevaju se dvije osobine. Prva osobina se
naziva parcijalna ispravnost. Kao §to smo pjasnili, to je osobina koja kaze da finalni
rezultati procesa (ako postoje) moraju zadovoljavati zahtjeve sistema. Rije¢ parcijalna
dolazi iz posmatranja procesa koji se moze ne zavrsiti kao izracunavanje parcijalne
relacije. Parcijalna ispravnost znaci da kada postoji rezultat, on je tacan, ali proces ne
mora uvijek da proizvede rezultat, jer mozda recimo zapadne u petlju.Druga osobina
ispravnosti, koju nazivamo prekid, zna¢i da proces uvijek proizvede neku konacnu
vrijednost.

Naprimjer, uzastopnim pretrazivanjem cijelih brojeva 1,2,3,... kako bismo provjerili
mozemo li pronaéi primjer neke pojave. Recimo da trazimo neparan savrsen broj prili¢no
je jednostavno napisati djelomiéno ispravan program (pomocéu dugog dijeljenja s dva za
provjeru n kao savrden ili ne). Ali reé¢i da je ovaj program potpuno tacan znacilo bi
utvrditi nesto $to trenutno nije poznato u teoriji brojeva. Parcijalno ispravan program u
C-u izgleda:

// vraca sumu djelilaca od n
static int divisorSum(int n) {
int i, sum = O;
for (i=1; i<m; ++i)
if m% 1i==0)
sum += i;
return sum;
}
//vraca najmanji savrSen neparan broj
int leastPerfectNumber(void) {

int n;
for (n=1; ; n+=2)
if (n == divisorSum(n))
return n;
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Parcijalna ispravnost obi¢no se moze dokazati koristeéi princip invarijantnosti dok se
prekid moze obi¢no dokazati koriste¢i dobro ureden princip. Ovo ¢emo ilustrovati na
sljede¢em primjeru.

Brzo stepenovanje

Najjednostavniji na¢in za izracunavanje n-tog stepena realnog broja a jeste da broj a
pomnozimo samim sobom n — 1 puta. Ovaj nacin izracunavanja zahtijeva veliki broj
mnozenja te se zbog toga pronasla tehnika koja zahtijeva manji broj mnozenja od
uobicajenog koja je nazvana brzo stepenovangje.

U ovom dijelu mi se ne¢emo baviti samim algoritmom brzog stepenovanja nego ¢emo
konstruisati masinu stanja za ovaj problem.

PROGRAM BRZOG STEPENOVANJA

Za zadane a € R i n € N na pocetku odaberimo da su z,y, z jednaki a,1,n redom i
ponavljamo sljedeé¢i niz koraka dok se proces ne zavrsi:

e ako je z = 0 vrati y i zavrsi proces;
e 1 :=ostatak (z,2);

e 2 :=koli¢nik (z, 2);

e ako je r =1 onda je y := zy;

o 1 :=2z".

Ovaj proces ¢e se uvijek zavrsiti i dace rezultat y = a”, vidi [3]. Ovaj problem ¢emo
modelovati sa masinom stanja na sljede¢i nacin:

e stanja su uredene trojke brojeva (z,y,2) € R x R x N;
e pocetno stanje je uredena trojska (a,1,n);
e tranzicije su defisane sa

(22, y,kolicnik(z,2)), ako je z razli¢it od nule i paran;
22, zy, koliénik(z, 2)), ako je z razlicit od nule i neparan;

@)=

e saCuvana invarijanta P((x,y,z)) je z € Niyz* = a™.

Da bismo dokazali da je P sac¢uvana invarijanta, pretpostavimo da vrijedi P((x,y,2)) i
neka je (x,y,z) — (x1,y1,21) jedna od tranzicija. Trebamo dokazati da vrijedi i
P((z1,y1,21)). Buduéi da je tranzicija iz (x,y, z), tada je z # 0 i buduéi da je z € N,
posmatramo dva slucaja.

Ako je z paran broj, tada je z; = 22, y; =y iz = 5. Tada je 21 € N i

ey =y(@?)? =ya® =a”
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z—1

Ako je z neparan broj, tada je x; = 2%, y1 =2y i 2z, = 5

. Tada je z; e N i

it = zy(x2)%l =yx® =a".
Dakle, P je doista sacuvana invarijanta.

Sada je lako dokazati parcijalnu ispravnost: ako se program za brzo stepenovanje
zavrSava, zavrSava se sa a” pridruzeno y. Ovo vrijedi jer je 1-a™ = a”, §to znaci da
pocetno stanje (a,1,b) zadovoljava P. Prema principu invarijante, P vrijedi za sva
moguca stanja koja se mogu dosti¢i. Ali program staje samo kad je z = 0. Ako je
zavréno stanje (z,y,0) stanje koje se moze dostiéi, tada je y = ya® = a”, kao §to je i
zahtijevano.

Buduéi da je program parcijalno ispravan, mozemo postaviti pitanje brzine programa?
Odgovor na to pitanje je da je broj mnozenja da bi se izrac¢unalo a™ grubo rec¢eno duzina
binarne reprezentacije broja m. Odnosno ovaj program, ugrubo receno, koristi logn
mnozenja!, poredeéi sa pristupom mnozenja broja a samim sobom n — 1 puta. Taénije,
ova tehnika zahtijeva najvise 2([logn| 4+ 1) mnoZenja za izracunavanje stepena a”, (n >
1). Razlog za to je $to je u pocetku z jednako m i biva barem prepolovljen u svakoj
tranziciji. Zbog toga ne moze biti prepolovoljen vise od [logn] 4+ 1 puta prije nego
postane 0 i time uslovi zavrSetak programa. Bududi da svaka tranzicija ukljucuje najvise
dva mnozenja, ukupan broj mnozenja prije nego z dosegne vrijednost 0 je 2([logn] +1).

Izvedene varijable

Prethodni dokaz za prekid programa uklju¢ivao je pronalazenje nenegativne cjelobrojne
mjere pridruzene stanju. Ovu mjeru mozemo nazvati “veli¢ina” stanja. Poslije toga
smo pokazali da se veli¢ina stanja smanjuje sa svakom tranzicijom. Po principu dobre
uredenosti, veli¢ina se ne moze povecavati do u beskona¢no, pa prema tome kada je
dosegnuto stanje sa minimalnom veli¢inom, tranzicije viSe nisu moguce, sto znaci da je
proces okoncan.

Tehnika pridruzivanja vrijednosti stanjima (ne nuzno nenegativnih cjelobrojnih vrijed-
nosti i ne nuzno opadajuéih po tranzicijama) je veoma korisna u analizi algoritama. U
kontekstu procesa izracunavanja, takve vrijednosti dodjeljene stanjima se nazivaju izve-
dene varijable.

Naprimjer, u Sekciji 1.1.1 predstavili smo izvedenu varijablu f : stanje — R za koli¢inu
vode u oba kanistera stavljajuéi f((a,b)) := a + b. Sli¢no, u problemu kretanja robota,
pozicija robota duz x ose bi bila izvedena sa x koordinatom, pri ¢emu je z((,)) := 1.

Postoji nekolio stanadardnih osobina izvedenih varijabli koje su zgodne u analizi masSina
stanja.

Definicija 1.2.1. Izvedena varijabla f : stanja — R je strogo opadajuéa akko vrijeds
q—dq = f(d) < fa)
a slabo opadajuca ako vrijedi

qa—dq = f(d)< flq)

Na slican nacin se definisu strogo/slabo rastuée izvedene varijable.

1U ra¢unarskim naukama logn se obiéno odnosi na logaritam po bazi 2.
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Prekid procedure za brzo stepenovanje smo potvrdili time Sto je izvedena varijabla
z imala nenegativnu cjelobrojnu vrijednost i bila je striktno opadajuc¢a. Dokazivanje
prekida mozemo dokazati koristeci sljedeéi teorem.

Teorem 1.2.1. Ako je f izvedena varijabla masine stanja strogo opadajuéa sa vrijed-
nostima u skupu N, tada je duzina bilo kojeg izvrsenja koje pocinje u stanju q najvise

f(q).

Drugim rije¢ima vrijedi, ako poénete odbrojavati od neke nenegativne cjelobrojne vrijed-
nosti f(q), tada to mozete uraditi najvise f(q) puta.

Teorem 1.2.2. Ako postoji striktno opadajuca izvedena varijabla ¢iji je rang dobro
ureden skup, tada se svako izvrsenje zavrsava.

Primjer 1.3. Posmatrajmo robota koji se kreée po kvadrantu N2, tojest kvadrantu sa
nenegativnim cjelobrojnim vrijednostima. Ako je robot na nekoj poziciji (x,y) # (0,0),
robot se mora pomaknuti na jedan od sljedeéih nacina

e jedinicéni pomak na Zapad, tojest (x,y) — (x — 1,y) za x >0, ili
e jediniéni pomak na Jug kombinovan sa proizvoljnim skokom na Istok, tojest
(,9) > (zy—1) zaz >z
c¢ime je omogucéeno da robot ne napusta kvadrant. [

Lema 1.2.3. Robot ée se uvijek zaglaviti u koordinatnom pocetku (0,0).

Defini§imo izvedenu varijablu f koja preslikava stanja kretanja robota u dobro ureden
n

skup N+ F (skup F je skup svih razlomaka koji se mogu zapisati u obliku o (n =
0,1,2,...). Ustvari, defini§imo preslikavanje f : N> - N+ F sa

fla,y) =y +—.
Lako je provjeriti da ako je (z,y) — (2/,y’) pokret robota, tada je f(z,y) < f(«/,vy).
dakle, f je striogo opadajuca izvedena varijabla, pa na osnovu Teoreme 1.2.2 zaklju¢ujemo
da ¢e se robot uvijek zaglaviti u koordinatnom pocetku.

Problem stabilnog braka

Jos jedan interesantan problem ¢emo modelovat i rijesiti koriste¢i masine stanja. Naime,
radi se o tzv. problemu stabilnog braka koji predstavlja problem iskazan u ovom obliku
radi lakseg shvatanja problema.

Pretpostavimo da imamo skupinu od jednakog broja muskaraca i zena i gdje svaka
osoba ima preferencijalnu listu osoba suprotnog spola sa kojima bi voljeli stupiti u brak.
Dakle, svaki muskarac ima preferencijalnu listu svake Zene za kojom bi volio sklopiti brak,
i obrnuto. Preferenecije ne moraju biti simetri¢ne, svaki muskarac mora ozeniti ta¢no
jednu djevojku, i obrnuto.

Nas cilj je na¢i “perfektno podudaranje” bra¢nih parova u brakovima koji su stabilni
u smislu da ne postoji par muskarca i zene koji preferiraju jedno drugo vise nego svoje
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bra¢ne drugove. Dakle, par (m, z) muskarca i Zene nazivamo nestabilnim ako oni nisu u
braku jedno sa drugim i koji vise vole jedno drugo nego svoje partnere sa kojima su u
braku. U trazenju perefktnog podudaranja izbjegavat ¢emo nestabilne parove jer prijete
stabilnosti brakova. S druge strane, ako nema nestabilnih parova, tada za bilo kojeg
muskarca i bilo koju zenu koji nisu vjencani jedno za drugo, najmanje jedno voli svog
bra¢nog druga vise od nekog drugog.

Primjer 1.4 (Primjer nestabilnog para). Posmatrajmo dva bracna para, prvi éine Brad
1 Jennifer dok drugi par ¢ine Billy Bob i Angelina. Neka je svako od njih, sa druge osobe
suprotnog spola iskazao prefernecije kao na slici

Brad Jennifer

Billy Bob | 2 Angelina

Kao sto vidimo, Angelina i Brad preferisu jedno drugo vise nego svoje bracne partnere,
Sto njihove brakove dovodi u opasnost. Par Angelina i Brad predstavljaju nestabilan par.
[

I Definicija 1.3.1. Stabilno podudaranje je podudaranje bez nestabilnih parova.

Postavlja se pitanje, da li uvazavaju¢i preference svih muskaraca i svih Zena, mozemo
naci stabilno podudaranje? Ispostavlja se da uvijek postoji stabilno podudaranje, vidi
3].

Primjer 1.5 (Primjer stabilnog braka). Ukoliko bi u Primjeru ?? dopustili da se Brad i
Angelina viencéagju, tada bi se po pravilima vjencali Billy Bob i Jennfier i to bi predstavljalo
stabilno podudarange. [

Procedura za nalazenje stabilnog podudaranja (izmedu osoba suprotnog spolal!) se moze
opisati kao lako pamtljiv ritual koji se odvija u nekoliko dana na sljede¢i nacin:

Jutro Svaki muskarac (prosac) dolazi pod balkon Zene koja je na vrhu njegove liste
preferencija i prosi je.

Podne Svaka zena, koja ima jednog ili viSe prosaca, svom omiljenom proscu kaze “Da.
Mogli bi se vjencati. Budi negdje tu!” a svim ostalim kaze “Ne. Nikada se neéu
udati za tebe. Zbogom!”

Vecée Muskarac koji je odbijen od neke Zene kriza ime te Zene na svojoj listi.

U ovom slucaju, uslov zavrsetka (prekida) se moze iskazat sa: kada dode dan kada svaka
Zena ima najvise jednog prosca, ritual se zavrsava tako Sto se zena udaje za svog prosca,
ako ga ima.

Dokazat ¢emo da ovaj ritual ispunjava uslove:
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e ritual eventualno postize uslov prekida,
e ritual omogucava da su na kraju svi parovi u braku i
e svi konaéni brakovi su stabilni.

U tom cilju ¢emo opisani ritual tretirati kao masinu stanja. Stanje na pocetku svakog
dana je odredeno odlukom svakog muskarca koju zenu ¢e zaprositi tog dana. To je zena
na vrhu njegove liste poslije krizanja imena zena koje su ga odbile ranijih dana.

Lako je vidjeti da ¢e u ovom ritualu do¢i dan kada ¢e se svi vjencati. Svakog dana
u kojem se ritual nije zavrsio, najmanje jedan muskarac kriza Zenu sa svoje liste. Ako
je ritual poceo sa n zena i n muskaraca, tada svaka od listi muskaraca, kojih ima n, u
pocéetku ima n Zena na njoj, to u konaénici daje n? ulaznih podataka. Kako se Zene vise
ne dodaju na listu, broj zena na listi se svakim danom smanjuje kako se ritual nastavlja.
Zbog toga se ritual zavrsava za najvise n? dana. Dakle, proces se zavriava pa ¢e doéi
dan kada ¢e se svi viencati.

Dokazimo da ovaj ritual stavlja svakog u stabilan brak. U tu svrhu primijetimo vaznu
¢injenicu: ako nekog jutra zena ima bilo kojeg prosca, tada ¢e je njen omiljeni prosac
dolaziti sljedeceg jutra jer se njegova lista preferencija ne mijenja. Zbog toga je sigurna
da ¢e omiljenog danasnjeg prosca imati i sutra medu proscima. To znaci da ¢e ona biti u
mogucénosti izabrati omiljenog udvaraca sutra koji je u najmanju ruku jednako pozeljan
kao danasnji favorit. Zbog toga, iz dana u dan, njen udvara¢ moze biti isti ili samo bolji
i bolji, nikada gori, sto nam moze zvucati kao invarijanta.

Definisimo predikat P sa

“za svaku zenu z i muskarca m, ako je z prekrizena sa liste muskarca m, tada z ima
prosca kojeg ona preferira u odnosu na m.”

Lema 1.3.1. Predikat P je sacuvana invarijanta u ovom ritualu.

Dokaz. Zena z bude prekrizena sa liste muskarca m samo kada Zena z ima prosca kojeg
preferira vise od muskarca m. Nakon toga, njen omiljeni prosac se ne mijenja dok joj ne
naide bolji. Zbog toga, ako je njen prosac bolji do muskarca m, tada ¢e svaki novi bolji
prosac to takode biti. O

Teorem 1.3.2. Na kraju ovog rituala svi su vjencani.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je u zadnjem danu jedan muskarac, nazovimo
ga Nedim, ostao neozenjen. To znaci da se Elvis ne moze doé¢i nikom udvarati, njegova
lista je prazna. Znaci da je svaka zena na njegovoj listi prekrizena, a kako je predikat P
tacan, svaka zena ima udvaraca kojeg preferira vise od Nedima. U sustini, svaka zena
ima nekog udvaraca, a buduéi da je zadnji dan, one imaju samo jednog udvaraca, a to
je onaj za koga Ce se vjencati. Ali, buduéi da je broj zena i broj muskaraca isti, i kako
su sve zene udate, tada su i svi muskarci ozenjeni. To je u suprotnosti sa pretpostavkom
da Elvis nije ozenjen. O
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Teorem 1.3.3. Owaj ritual proizvodi stabilno podudarange.

Dokaz. Neka su Brad i Jen par koji nisu vjencani zadnjeg dana rituala. Dokazat ¢emo
da Brad i Jen nisu nestaSan par, tojest da su zadnjeg dana rituala svi brakovi stabilni.
Imamo dva slucaja.

(a) Jen nije na Bradovoj listi do kraja. Tada, po invarijanti P, znamo da Jen ima
udvaraca (a time i muza) kojeg preferira vise od Brada. Zbog toga nece pobjeéi sa
bradom, tojest Brad i Jen ne mogu biti nestabilan par.

(b) Jen je na Bradovoj listi. Buduéi da Brad bira Zenu za udvaranje iduéi kroz njegovu
listu, njegova zena mora biti na viSem mjestu od Jen. Zbog toga nece pobjeéi sa
Jen i ponovo Brad i Jen ne mogu biti nestabilan par.

O

Postavlja se pitanje, ko je favorizovaniji u ovom ritualu? Muskarci ili zene. Cini se da
zene imaju veéu moé, svakog dana izaberu omiljenog udvaraca, a ostale odbace i kako se
ritual nastavlja, njen udvara¢ moze biti samo bolji. S druge strane, muskarac nastavlja
da se udvara zeni koju najvise preferira sve dok ne dode momenat kada je mora prekriziti
sa liste. Sa njegove tacke gledista, zena kojoj se udvara moze biti samo gora i gora, u
odnosu na njegovu listu preferencija. Cini se da su Zene u povoljnijem polozaju.

Ali nije tako!

Buduéi da ovaj ritual proizvodi jedno stabilno podudaranje, stabilna podudaranja ne
moraju biti jedinstvena. Naprimjer, ako obrnemo uloge muskaraca i zena, Cesto ¢emo
dobit drugacija stabilna podudaranja medu njima. Tako muskarac moze imati razlicite
zene u razli¢itim skupovima stabilnih brakova. U nekim slucajevima, muskarac moze
stabilno ozeniti svaku zenu, ali u veéini slucajeva, postoje zene koje ne mogu biti u braku
sa muskarcima u nekom stabilnom podudaranju. U Primjeru 1.4, Jennifer ne moze biti
zena Bradu u bilo kojem stabilnom podadaranju jer ako nju ozeni Brad, tada bi Brad
i Angelina ¢inili nestasan par. Za Jennifer nije izvodivo da bude u stabilnom braku sa
Bradom.

Definicija 1.3.2. Za dati skup prefernecija muskaraca i Zena, jedna osoba je izvodljivi
supruznik drugome kada postoji stabilno podudaranje u kojem su ove dvije osobe u
braku.

I Definicija 1.3.3. Neka je Q predikat: za svaku Zenu z i muSkarca m, ako je z
prekrizena sa liste od m, tada z nije izvodljiv supruinik za m.
Lema 1.3.4. Predikat QQ je sacuvana invarijanta za ritual podudaranja.

Definicija 1.3.4. Za dati skup preferenecija muskaraca i Zena, optimalni supruznik

nekoj osobi je njegov izvodljivi supruznik kojeg najvise preferira. Pesimalni supruznik
nekoj osobi je njegov izvodljivi supruznik kojeg najmanje preferira.

Svi imaju optimalnog i pesimalnog supruznika, budué¢i da znamo da postoji najmanje
jedano stabilno podudaranje.
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Teorem 1.3.5. Ritual podudaranja vjencéava svakog muskarca sa njegovom
optimalnom Zenom.

Dokaz. Ako je Bob vjencan sa Alice u zadnjem danu rituala, tada su svi iznad na listama
od Boba i Alice prekrizeni, pa prema osobini @), sve prekrizene Zene nisu bile izvodljive
za Boba. Znaci, Alice je Bobu najvise rangirani izvodljivi supruznik, tojest njegova
optimalna Zena. O

Lema 1.3.6. Za dati skup preferenecija muskaraca i Zena, svako je pesimalni supruznik
svom optimalnom supruzniku.

Lema 1.3.7. Ritual podudaranja vjencéava svaku Zenu sa njenim pesimalnim muzem.
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2.1

Rekurzije

U matematici se cesto funkcije pozivaju na same sebe. Naprimjer, funkcija faktorijel
f(n) =nl zan €N je definisana sa

1 za n <1,

f(n)—{ n-f(n—1) za n>1.

Ovakva definicija nam govorida je vrijednost funkcije f(n) jednaka 1 za n manje ili
jednako od 1, ali kada je n veée od 1, funkcija f(n) je definisana rekurzivno, tojest poziva
samu sebe. Naprimjer, vrijedi f(2) =2-f(1) =2-1=2aonda f(3) =3-f(2) =3-2=6,
itd.

Drugi primjer rekurzivno zadane funkcije je Fibonacijev niz brojeva, koji je definisan sa

fF0)=0; f(1) =1; f(n) =f(n=1)+ f(n—2) zan>2.

Slobodno mozemo reéi da se funkcija f(n) definise induktivno. Zato postoje bazni
slucajevi koje treba posebno definisati i rekurzija se primjenjuje samo za n vete od
baznih slucajeva.

Za niz (ag,a1,as9,...,an,...), jednacina koja povezuje a,, za bilo koje n sa jednim ili
vige ¢lanova a;, (i < m) je rekurentna jedna¢ina neke numericke funkcije. Rekurentne
jednacine se takode nazivaju i diferentne jednacine.

Primjer 2.1. Za niz (2°,21,22,...,2",...), opiti ¢lan je dat sa a, = 2" zan > 0. Ova
numericka funkcija se moZze izraziti i na drugi nacin. Buduéi da je vrijednost od a.,, dva
puta vecéa od vrijednosti od a,—1 za svako n, pa kada znamo vrijednost od a,_1, znamo
1 od a,. Dalje, vrijednost od a,—1 dva puta veéa od vrijednosti od an—_o za svako n koja
je opet dva puta veca od vrijednosti a,_sz, itd. Na kraju, dodemo do vrijednosti ag, ¢ija
je vrijednost poznata i jednaka je 1. Na osnovu svega, moZemo pisati a, = 2 - ap_1 20
n > 1.

Jasno je da iz rekurzije mozemo racunajuéi korak po korak izracunati vrijednost a,

pomoéu ap_1,Gn—2,... 1 takoder izracunati vrijednost a,4+; pomolu ap,Gn_1,...,
koriste¢i bazne slucajeve. Odavdje zaklju¢ujemo da numericka funkcija moze biti
opisana pomoc¢u rekurzije zajedno sa baznim slucajevima. Numericka funkcija se
takoder smatra rjesenjem rekurentne relacije (rekurentne jednacine).

Hanojske kule

Prema legendi, u Hanoju postoji hram sa 3 stapa i 64 zlatna diska razlicitih veli¢ina.
Svaki disk ima rupu u sredini tako da se moze staviti na disk. U davnoj proslosti, svi
diskovi su bili poredani na prvom $tapu, najveéi se nalazio na dnu a najmanji na vrhu
Stapa, kao sto je prikazano na slici
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Monasi u hramu su bili zaduzeni da diskove sa jednog stapa prebace na jedan od preostala
dva Stapa, ali uz odredena pravila. Prvo pravilo je da se disk sa vrha jednog Stapa moze
prebaciti na drugi Stap i drugo pravilo je da veéi disk nikad ne smijem biti iznad malog
na bilo kojem stapu. Uzimanje svih poredanih diskova sa jednog Stapa na drugi nije
dozvoljeno.

Legenda takoder kaze da kada monasi u hramu zavrse posao da ¢e to biti kraj svijeta
u kojem postojimo. Postavljamo onda pitanja da li je problem mogude rijesiti i ako je
moguce, koliko vremena nam treba da ga rijeSiti? Za koliko ¢e se onda desiti kraj svijeta
u kojem postojimo?

Ovaj problem je postavljen 1883. godine od strane francuskog matematicara Edouarda
Lucasa.

Prvo, pojednostavimo problem posmatrajuéi tri zlatna diska, poredana po veli¢ini na
prvom Stapu. Tada problem mozemo rijesiti u 7 poteza, kao sto je prikazano na slici

—

Ll 7
g/

Problem Hanojskih kula se moze rijesiti rekurzivno. Neka je 7T;, minimalni broj koraka u
kojima mozemo rijesiti problem sa n diskova. Naprimjer, veoma lako mozemo zakljuciti
da je 77 = 1, T; = 3. Za tri diska smo eksperimentalno pokazali da je T35 < 7. Sada

LLL
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mozemo generalizirati pristup za 3 diska na problem sa n disokova koristeéi sljedeci
algoritam. Rekurzivno rjesenje se provodi u tri koraka, kao sto je prikazano na slici

1 ] 13 1

i e ——l* |

] (@] [ 2

] ———— = 1

Dakle, koraci su:

Korak 1 prebaciti (sa vrha) n — 1 disk sa prvog stapa na drugi Stap, $to mozemo da
uradimo u T,,_; koraka,

Korak 2 pomaknuti najveé¢i disk sa prvog Stapa na treé¢i stap §to mozemo uraditi u
jednom koraku i zatim

Korak 3 prebaciti n — 1 disk sa drugog stapa na treéi stap, $to mozemo da uradimo u
T,,—1 koraka.

Pomoc¢u ovog algoritma, pokazuje se da minimalni broj koraka T,, je najvise T, _1 + 1+
T,-1 = 2T,_1 + 1. Zato je naprimjer T3 < 7 i T, < 15. Nastavljajuéi ovaj proces
mozemo izracunati gornju granicu za Tg4. Ovo nam daje odgovor na prvi dio pitanja da
je problem moguce rijesiti u kona¢nom broju koraka.

U ovom momentu ne mozemo izracunati tacan broj koraka za pomijeranje svih 64
diskova ali mozemo dati gornju granicu. U stvari nema boljeg algoritma a evo i za§to. U
nekom koraku, monasi moraju da pomjere n-ti disk sa prvog na neki drugi Stap. Da bi se
ovo desilo, preostali n — 1 diskova mora biti poredano na preostalom stapu. Preslaganje
n — 1 diskova na ovaj nacin zahtijevat ¢e najmanje 7;,_; koraka. Nakon $to se pomakne
najveéi disk, najmanje jos T,,_; koraka je potrebno da bi se n — 1 diskova prebacilo na
vrh stapa. Ovo nam pokazuje da je broj koraka najamanje 27;,_; + 1. Buduéi da smo
dali algoritam sa ta¢nim brojem koraka, mozemo zakljuciti da je rekurzija

T =1;
Tn = 2jjn—l + 17 (Tl = 2)3

rekurzija koja daje broj koraka da bi se zavrsio problem Hanojskih kula. Odavdje dobi-
jamo T =3, T3 =7, Ty =15,....
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Izracunavanje Tg4 iz date rekurzije zahtijevao bi mnogo posla i zbog toga bi bilo dobro
imati egzaktan izraz za T),, ¢cime bismo mogli brzo da izracunamo broj koraka za bilo koje
n. Postoji nekoliko nacina da se ova rekurzija rijesi. Najlaksi metod je pogoditi (ukoliko
je moguce) rezultat te dokazati (verifikovati) njegovu tacnost, obi¢no indukcijom. Ovaj
metod se naziva pogodi i verifikuj ili zamjena.

Za pocetak pogadanja rezultata, posmatrajmo prvih nekoliko vrijednosti za T;,:

n |1]23]| 4] 5|6
T, |1 |3 |7]15| 31| 63

Odavdje naslu¢ujemo da je T,, = 2" — 1 i dokazimo indukcijom da je ovaj rezultat
tacan.

Teorem 2.1.1. Ako je

T1 = 1;
Tn = 2Zrn—l + ]-a (TL = 2))

tada je T, =2™ —1 .

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Neka je P(n) tvrdnja da je T, = 2™ — 1.
Tvrdnja P(1) je tacna jer je T} =2 — 1 = 1.
Pretpostavimo da je T}, = 2" — 1 i dokazimo da je T),+1 = 2" — 1 za (n > 1). Imamo
Toi1=2T, +1=2(2" — 1) + 1 = 27" — 1. dakle, tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj
n. O

Dakle, vrijedi Tgy = 254 — 1 §to je 18446744073709551615 koraka. Ukoliko je recimo
monasima potrebna jedna sekunda za prebacivanje jednog diska, onda da bi rijesili
kompletan problem Hanojskih kula bi¢e im potrebno 264 — 1 sekundi, §to je otprilike
6 - 10" godina. Time smo dali odogovor na pitanje za koliko ée se, prema legendi,
zavrsiti svijet kojeg poznajemo. Nije loSe, zar ne?

U opstem slucaju, pogodi i verifikuj metod je dobar nacin da se problem rijesi.
Nedostatak je pogadanje rezultata, Sto Cesto jeste sluc¢aj. Postoji jedan alternativni
metod za rjeSavanje pod nazivom wubaci ¢ pojednostavi metod, koji ustvari koristi
”sirovu snagu” za rjeSavanje problema. To, u slucaju problema Hanojskih kula,
mozemo prikazati sa sljedeé¢ih nekoliko koraka.

Prvi korak: ubaci i pojednostavi.

To=1+2T,
=1+2(1+2T,_5)
=142+4T,_,
=1+2+4(1+2T,_3)
=1+2+4+8T,_3
=142+448(1+42T,_4)
=142+44+8+16T,_4
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2.2

2.2. Sortiranje spajanjem (Merge sort)

U ovom koraku posebno treba voditi racuna prilikom pojednostavljivanja, da se ne bi
izgubio uzorak.

Drugi korak: prepoznavanje i verifikacija problema. U ovom koraku treba
prepoznati uzorak za rekurentnu jednacinu nakon ¢ koraka ubacivanja i
pojednostavljivanja. Zatim treba verifikovati da je ovaj uzorak tacan nakon provodenja
jos jednog koraka ubacivanja i pojednostavljivanja.

U naSem primjeru Hanojskih kula, uzrak je ocigledan: T,, je uvijek suma uzastopnih
stepena od 2 zajedno sa ranijim ¢lanom, tojest T, = 14+ 2 + 4 + --- 4+ 271 4 20T, _,.
Uradimo jos jednom korak ubacivanja i pojednostavljivanja pa ¢emo dobiti

Tp=1+2+4+ - +27" + 201+ 2T, _(i41)) =
=142+4+ 4207 g2l oty

Treéi korak: iskazati n-ti ¢lan pomoéu prethodnih. Uvrstiti vrijednost za i u
uzorak tako da T}, bude izrazen kao funkcija samo baznog slucaja. Uvrstiti vrijednosti
za ove izraze da bi dobili obi¢ni nerekurentni izraz za T,,. Za problem Hanojskih kula,
zamjenom ¢ = n — 1 u ops$tu formu koju smo odredili u drugom koraku, daje

T,=14+2+4+44--- 4272427717 =
=1+244+--- 22421

jer je Ty = 1. Time smo dobili obié¢ni i nerekurentni izraz za T,,.

Cetvrti korak: naéi egzaktan izraz za n-ti ¢lan. Preostaje jos naéi egzaktan izraz
za izraz T),. U slaucaju Hanojskih kula, radi se o sumi geometrijskog reda, pa je

n—1
Ty =142+44+ 420242771 = "2l =" 1.
1=0

Sortiranje spajanjem (Merge sort)

Jedan od najpopularnijih algoritama za sortiranje liste on n elemenata je svakako sorti-
ranje spajanjem. Posmatrajmo listu od n > 1 elemenata sa ¢lanovima x1, €2, 3, ..., Ty
Ako je n = 1 algoritam vraca jedan element x;. Ako je n > 1, tada se pocetna lista po-
dijeli na dvije liste koje se rekurzivno sortiraju a zatim se spajaju u cijelu sortiranu listu
sa n elemenata.

Naprimjer, posmatrajmo listu 10,7,23,5,2,4,3,9. Buduci da je lista duza od jedan,
podijelimo je u dvije liste 10,7,23,5 1 2,4,3,9, koje rekurzivno sortiramo i dobijamo
nove liste 5,7,10,23 1 2,3,4,9 . Ove dvije “male” liste trebamo spojiti u jednu “veliku”
listu. To radimo tako $to potnemo sa jednom velikom praznom listom i dodajemo ¢lan
po ¢lan. U svakom koraku poredimo prve ¢lanove u malim listama i manjeg od ta dva
stavljamo na kraj velike liste. Taj proces nastavljamo dok jedna od malih lista ne postane
prazne. U tom slucaju, preostala mala lista se dodaje velikoj listi ¢cime se proces zavrsava.
Tlustrujmo to sljede¢om tabelom.
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2.2. Sortiranje spajanjem (Merge sort)

mala lista §1 | mala lista §2 | velika lista

5,7,10,23 2,3,4,9

5,7,10,23 3,49 2

5,7,10,23 4,9 2,3

5,7,10,23 9 2,34

7,10,23 9 2,3,4,5

10,23 9 2,3,4,5,7

10,23 2,3,4,5,7,9
2,3,4,5,7,9,10,23

U analizi ovog algoritma sortiranja, glavno pitanje jeste koji je maksimalni broj
uporedivanja u sortiranju liste od n elemenata?

Broj uporedivanja se uzima kao procjena vremena izvodenja. U sluc¢aju sortiranja
spajanjem, mozemo pronaci rekurziju za ovu velicinu. RjeSavanje rekurzije ¢e nam
omogucditi proucavanje asimptotskog ponasanja ovog algoritama.

Radi lakse analize, pretpostavimo za sada da je broj ¢lanova (u listi koju sortiramo)
stepen broja 2. Ovo osigurava da mozemo podijeliti (izvornu) listu elemenata taéno na
pola na svakom koraku rekurzije.

Neka je T'(n) maksimalan broj uporedivanja u implementaciji algoritma sortiranje spa-
janjem primijenjenog na listu od n elemenata. Ako je u listi samo jedan element, nema
uporedivanja, pa je T'(1) = 0. Ako je n > 1, tada je T'(n) suma:

e broja poredenja koristenih u sortiranju obje polovine liste, $to je najvise 27 (n/2);
e broja poredenja koristenih u spajanju dvije “male” liste u “veliku” listu duzine n.
Ovaj broj je najvise n — 1 buducéi da je jedan ¢lan dodan velikoj listu poslije svakog
poredenja i najmanje jedan dodatni ¢lan je dodan velikoj listi u zavrsnom koraku
kada jedna od manjih listi postane prazna. Buduéi da velika lista eventualno sadrzi

n ¢lanova, tada moze najvise da bude n—1 poredenja. Mi ovdje analiziramo najgori
slucaj jer u praksi moze da bude manji broj poredenja.

Prema tome, broj poredenja potrebnih za sortiranje liste od n elemenata je najvise
T(n)=2T(n/2)+n—1.

Odredimo eksplicitnu formulu za broj poredenja u implementaciji algoritma na listu od
n elemenata. To zahtijeva rjeSavanje rekurzije

T(1)=0
T(n)=2T(n/2)+n—1 (zan>1)

Ako izracunamo prvih nekoliko ¢lanova, dobijamo

n [1]2[4] 8 |16
T(n) [0 151749

odakle ne moze uociti nikakav uzorak. Pokusajmo drugom metodom, uvrStavanjem i
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2.3. Jos o rekurzijama

pojednostavljivanje. Tako dobijamo

T(n)=n-—1+2T(n/2)

=(n-1)4+2(n/2-1+2T(n/4))
=(n—1)+(n—2)+4T(n/4)
=n—-1)+(n—-2)+4(n/4—-1+2T(n/8))
=(n—1)+(n—2)+(n—4)+8T(n/8)
=n-1)+(n—-2)+(n—4)+8(n/8—1+2T(n/16)
=m—-1)+(n—2)+(n—4)+(n—8)+16T(n/16)

da bi dokazali da smo u pravu:

Tn)=n-1)+n-2)+-+(n-2"")+2T(n/2")
— (= 1) (n—2) 4o+ (1= 271 + 2 (02— 14 2T(n/2H))
=n—1)+Mn—-2)+ -+ 1n—271 4+ (n—2° + 2T (n/2"))
Sada ¢emo u dobijeni obrazac uvrsiti vrijednost za i tako da T'(n) ovisi samo od baznih
sluéajeva. Prirodno je izabrati i = log, n, jer je tada T'(n/2%) = T(1). Ova smjena nam
daje da T'(n) ovisi samo do T'(1) ¢ija je vrijednost jednaka 0. Dakle,
T(n)=(n—1)+ (n—2) 4 -+ (n — 2'°82"71) 4 glosanp(y /9l08a ny)
=n—-1)+n—-2)+---(n—n/2)+nT(1)
=1+ (n—2)+ - (n—n/2)

Dalje je

Tn)=n-1)+n-2)+---(n—n/2)
=nlogon—(1+24+4+---+n/2)

=nlogogn —n+1~mnlogyn

Ako to uporedimo sa ranijim ra¢unom, dobijamo da je formula za T'(n) tacna:

nlogon —n+1
llogy,1-14+1=0
2logy,2—-24+1=1
4logy4—4+1=5
8logy, 8 =8+ 1=17
16log, 16 — 16 + 1 = 49.

—
aoo»hww:

2.3 Jos o rekurzijama

Uporedimo sada rekurzije Hanojskih kula i sortiranja spajanjem.

Hanojske kule T(n)=2T(n—-1)+1 =T(n)~2"
Sortiranje spajanjem T'(n) =2T'(n/2)+n—1 = T(n) ~nlogyn
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2.3.1

2.3. Jos o rekurzijama

Tako su rekurzije prilicno sli¢ne, rjesenja su jako razlicita.

Na prvi pogled, svaka rekurzija ima jednu prednost i jednu slabost. U stvari, kod
Hanojskih kula, dijelimo problem veli¢ine n na dva problema veli¢ine n — 1 (Sto je veliko)
i potreban nam je jos jedan korak (sto je malo). U sortiranju spajanjem, dijelimo problem
veli¢ine n na dva problema veli¢ine n/2 (Sto je malo) ali trebamo dodatnih n — 1 koraka
(8to je veliko). Ali, bez obzira na to, sortiranje spajanjem je mnogo brzi algoritam od
Hanojskih kula. Dakle, generiranje manjih problema je vaznije za brzinu algoritma nego
reduciranje dodatnih koraka po rekurzivnom pozivu.

Brzi algoritam

Isprobajmo jos jedan algoritam. Pretpostavimo da imamo brzi algoritam sa najboljim
osobinama prethodnih algoritama, tj. da je u svakoj fazi problem podijeljen na pola i da
imamo samo jedan dodatni korak. Vrijeme izvrSenja je opisano sljede¢om rekurzijom

S(1) =
S(n)=28(n/2)+1, zan=>2

Pokusajmo prvo pogoditi i verifikovati rezultat. Kao i obi¢no, predstavimo tabelarno
nekoliko vrijednosti za S(n) i pretpostavimo da je n stepen broja 2:

n S(n)
1 0
2 | 25(1)+1=1
4] 28(2)+1=3
8 | 25(4)+1=7
16 | 29(8) + 1 = 15.

Ocigledno je S(n) =n — 1. Dokazimo sljedecu lemu.
Lema 2.3.1. Pretpostavimo da je

S(1)=0

S(n)=2S8(n/2)+1, zan>=2.
Ako je n stepen broja 2, tada je S(n) =n — 1.

Dokaz. Dokaz izvodimo jakom indukcijom. Neka je P(n) tvrdnja da ako je n stepen
broja 2, tada jeS(n) =n — 1.

Bazni slucaj, tojest P(1) je tacan jer je S(1)=1—-0=0.

Pretpostavimo da je su P(1), P(2),...,P(n — 1) ta¢ni i dokazimo da je P(n) tacan za
n > 2. Dalje, imamo

S(n)=28(n/2)+1=2(n/2—-1)+1=n—1.
O

Zbog svega, vrijeme izvrienja brzog algoritma je S(n) ~ nito je bolje od T'(n) ~ nlog, n
Sto je vrijeme izvrSenja algoritma sortiranje spajanjem, ali samo malo bolje. Ovo je
konzistentno sa idejom da je smanjenje broja dodatnih koraka po rekurzivnom pozivu
manje bitno nego smanjenje veli¢ine podproblema.
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2.3. Jos o rekurzijama

Ponekad provjera rjesenja rekurzije koriste¢i indukciju moze biti nezgodna. Naprimjer,
pretpostavimo da smo uzeli rekurziju brzog algoritma i da pokusavamo dokazati da je
S(n) < n. To jeste istina, ali je dokaz pogresan.

Lema 2.3.2. Pretpostavimo da je

S(1)=0
S(n) =25(n/2)+1, zan>2.

Ako je n stepen broja 2, tada je S(n) < n.

Dokaz. Dokaz izvodimo jakom indukcijom. Neka je P(n) tvrdnja da ako je n stepen
broja 2, tada je S(n) < n.

Iskaz P(1) je tacan jer je S(1) =1—0=0.

Pretpostavimo da su za n > 2 izrazi P(1), P(2),...,P(n — 1) taéni i dokazimo da je
P(n) tacan za n > 2. Dalje, imamo

S(n)=2S(n/2)+1<2(n/2)+1=n+1%n.
O

Znamo da je rezultat tacan, ali dokaz nije uspio. Prirodno se namecée da pojednostavimo
i dokazemo nesto slabiji rezultat, recimo S(n) < 2n, a to je i ovdje pogresan nacin jer

S(n)=25(n/2) +1<2n+1« 2n.

Dakle, kao i kod drugih dokaza indukcijom, klju¢ je koristiti ja¢u induktivnu pretpostavku
kao S(n) =mn — 1 ili recimo S(n) <n — 1.

Sta ¢e se desiti ako pokusamo sa jacom induktivhom pretpostavkom? Da li bi dokaz
trebao biti jednostavniji?

Naprimjer, pretpostavimo da je S(n) < n — 2. Ova pretpostavka nije tactna jer smo
dokazali da je S(n) < n — 1, ali pogledajmo gdje je greska u dokazu. Imamo,

S(n)=28n/2)+1<2(n/2-2)+1=n—-3<n—2.

Upravo smo dokazali pogresnu tvrdnju. Gdje je greska? Greska lezi u tome da nismo
ispisali cijeli dokaz, tj. ignorisali smo bazni slu¢aj. Buduéi da je S(1) = 0 £ —1,
induktivna pretpostavka je pogresna u baznom slucaju. Zbog toga ne mozemo
konstruisati validan dokaz sa “prejakom” indukcionom pretpostavkom.

Neke varijante algoritma sortranje spajanjem imaju doista ¢udna rjesenja. Glavna raz-
lika u ovim varijnantama jeste da zamijenimo konstantu 2 (koju smo dobili jer smo kre-
irali 2 podproblema) sa parametrom a. Tako dobijamo

T(1)=0
T(n)=aTl(n/2)+n, zan>2.

Intuitivno, parametar a je broj podproblema veli¢ine n/2 generisanih u svakom koraku
rekurzije ali ipak ne zahtijeva se da parametar a bude cio broj. Rekurzija se moze rijesiti
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2.4. Akra-Bazzi metod

metodom uvrstavanja i pojednostavljivanja i ovdje ne dajemo te detalje. U zavisnosti od
parametra a, imamo

2
o za 0<a<?2,
2—a
T(n) ~ nl(l)an za a=2,
an'°8z2 @
za a > 2.
a—2

Ovo nam pokazuje da je sortiranje umetanjem jako osjetljivo na vrijednost parametra a,
posebno kad je a blizu 2, jer naprimjer

a=1.99 | T(n) = ©(n)
a=2 T(n) = 6O(nlogyn)
a =201 | T(n) = On007)

Akra-Bazzi metod

Sortiranje umetanjem i sve varijacije koje smo posmatrali se nazivaju podijeli i osvoji
rekurzijama jer se svo vrijeme pojavljuju u podijeli i osvoji algoritmima. U opStem
slucaju podijeli i osvoji rekurzije imaju oblik

je definsana za 0< 2 <z,

T@) =1 §
N ZaiT(bix) +g(z) za T > xg.
i=1

Ovdje je x nenegativan realan broj koji ne mora biti stepen broja 2 ili ¢ak cio broj.
Brojevi a1, as, ..., ar su pozitivne konstante, brojevi by, bs, ..., by su konstatne izmedu
01i1ibroj zo je dovoljno veliki” da osigura da je T'(n) dobro definisano. Ova opsta
forma opisuje sve rekurzije u ovom dijelu, osim rekurzije za Hanojske kule. Naprimjer
rekurzija T'(z) = 27 (2/2) + 8/9T(3z/2) + 2? pripada klasi podijeli i osvoji rekurzija.

Prije nekoliko godina, dvojac iz Bejruta pod imenima Akra i Bazzi su otkrili elegantan
nacin da se rijese sve podijeli i osvoji rekurzije.

Teorem 2.4.1. Pretpostavimo da je

je definsana za 0<x<x,
k
T pr—
(@) Z a;T(bx) +g(x) za x> xp.
i=1
pri cemu Su Q1,as3,...,a; Su pozitivne konstante, brojevi by, ba, ..., by su konstatne

izmedu 0 i 1, broj xg je "dovoljno veliki” (u tehnickom smislu kojeg uw ovom dijelu
prihvatamo neodredeno) te da je |g'(x)| = O(z¢) za neko ¢ € N. Tada je

T(z)=© (xp (1 + /1 ’ zﬁ)l du))

24



2.4. Akra-Bazzi metod

k
pri cemu p zadovoljava jednacinu Z ab! =1.
i=1

Ovu teoremu neéemo dokazivati ve¢ samo primijeniti na rekurziju T'(x) = 2T(z/2) +
8/9T (3x/2) + x>.
Prvi korak je odrediti p koje je definisano jednacinom

()36

Ovakve jednacine je u opstem sluc¢aju jako tesko rijesiti, ali ovdje vidimo da je rjeSenje
jednostavno i da je 2. Dalje, vidimo da g(z) ne raste prebrzo jer |¢'(z)| = 22| = O(x).
Konac¢no, mozemo izra¢unati rjeSenje rekurzije sa

T(z) = © (ﬁ‘ (1 n /1 Zg)l du>> = 0(22(1 + Inz)) = O(2? log, x).

Posmatrajmo jos jednu rekurziju. Pretpostavimo da za dovoljno veliko x vrijedi rekurzije
T(z) =T(x/3)+T(x/4) + .

Primijetimo da je |¢'(z)] = 1 = O(1) te mozemo primijeniti Akra-Bazzi teorem. Dalje,
trebamo odrediti parametar p iz jednakosti

B+

Sto je problem. Ali barem mozemo procijeniti da je p < 1, pa primjenom Akra-Bazzi
teoreme, dobijamo

U zadnjem koraku smo koristili da je 2P = O(z) jer je p < 1, odnosno da izraz x dominira
nad izrazima koji sadrze P, pa ovo drugo mozemo zanemariti. U svakom slucaju, ovaj
racun nam pokazuje da ne moramo znati tacnu vrijednost parametra p jer se svakako
ponistava.

Vidjeli smo da je asimptotska notacija korisna, posebno u vezi sa rekurzijama, gdje
je indukcija jako omiljen i koristan nacin dokazivanja. Ali mijeSanje ovo dvoje je jako
rizi¢no jer se ¢esto potkrade greska. Ilustrujmo to na primjeru.
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2.5. Linearne rekurzije

Lema 2.4.2. Ako je

1
T(n)=2T(n/2)+n, zan>=2.
tada je T(n) = O(n).

Ova tvrdnja je pogresna jer Akra-Bazzi teorem kaze da je tacno rjeSenje
T(n) = O(nlogn). Gdje je greska sljede¢em u dokazu?

Dokaz. Dokaz izvodimo jakom indukcijom. Neka je P(n) tvrdnja da je T'(n) = O(n).
Bazni slucaj, tvrdnja P(1) je tacna jer je T(1) =1 = O(1).
Pretpostavimo da je za n > 2 tvrdnje P(1), P(2),...,P(n — 1) ta¢ne i dokazimo da je
P(n) tacno. Imamo

T(n) =2T(n/2) +n =20(n/2) +n = O(n).

Prva jednakost je rekurzija, druga je iskoristena pretpostavka a tre¢a je pojednostavljenje.
O

Primijetimo da na problem nailazimo veé¢ u induktivnoj hipotezi. Tvrdnja ”T'(n) =
O(n)” je tacna ili netacna i njena vrijednost ne ovisi od odredene vrijednosti n. Prema
tome, sama ideja da se pokusa dokazati da je tvrdnja tacnazan = 0,1,2,... je pogresna.

Pokusajmo sada dokazati gornju tvrdnju koriste¢i definiciju asimptotske notacije.
Sjetimo se da f(n) = O(n) znaci da postoje konstante ng i ¢ > 0 takve da je f(n) < en
za svako n = ng. Ako sve bude u redu, pokusaj dokazivanja bi trebao propasti na neki
ocigledan nacin, umjesto na suptilan, tesko uocen nacin poput prethodnog argumenta.
Buduéi da je nas cilj da dokazemo da tvrdnja nece da vrijedi za bilo koje konstante ng i
¢, zasad ¢emo ih zanemariti i pretpostaviti da su izabrane tako da vrijedi bazni slucaj,
tj. T(ng) < cn. Dokaz ponovo izvodimo potpunom indukcijom. Pretpostavimo da je
P(n) tvrdnja da je T'(n) < cn.

Ocigledno vrijedi bazni slucaj P(ng) jer je T'(ng) < cn.

Za n > ng pretpstavimo da su P(ng),..., P(n — 1) tacni i dokazimo da je P(n) tacno.
Imamo

T(n)=2T(n/2) +n=2c¢(n/2)+n=cn+n=(c+1)n<cn.

Prva jednakost je rekurzija, zatim koristimo indukciju i pojednostavljivanje dok nam
tvrdnja ne propadne.

Linearne rekurzije

U prethodnim lekcijama smo vidjeli kako se rjesavaju rekurzije tipa podijeli i osvoji.
Sada ¢emo posmatarti drugu familiju rekurzija pod nazivom linearne rekurzije koje se
takoder jako cesto koriste u kompjuterskim naukama i drugim disciplinama. Prvo ¢emo
vidjeti kako se rjesavaju odredeni tipovi linearnih rekurzija a onda generalizirati metodu
za rjeSavanje svih linearnih rekurzija.

Posmatrajmo problem kojeg ¢emo nazvati Izgledi za posao diplomiranih studenata.
Recimo da u nauc¢noj oblasti kompjuterskih nauka ima samo odredeni broj fakultetskih
pozicija Sirom svijeta. U pocetku, nema dovoljno kvalifikovanih kandidata pa su neke
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2.5. Linearne rekurzije

pozicije nepopunjene. Ali vremenom, novi diplomirani studenti popunjavaju pozicije,
¢inedi tako izglede budué¢im diplomiranim studetima losijim. Jo$ vise, povecanje broja
profesora koji mogu poducavati poveéan broj studenata cCineéi da se pozicije brze
popune. To moze dovesti do toga da su univerziteti zasi¢eni ovim kadrom te viSe uopste
nec¢e biti mogucénosti za akademskim napredovanjem u ovoj oblasti, jer novi diplomci
nece imati sansu za akademskom karijerom.

Nas zadatak jeste da odredimo kada Ce univerziteti prestati angazovati nove diplomce.
Ovo su detalji problema:

e Postoji ukupno N slobodnih pozicija Sirom svijeta. Broj pozicija se nikad ne mijenja
zbog budzetskih ogranicenja.

e Postoji pravilo da nema dobrovoljnog penzionisanja, tojest jednom kada je pozicija
na fakultetu popunjena, nikada se vise ne otvara.

e Svake godine svaki profesor obuéi ta¢no jednog studenta koji ¢e nastaviti dalje i
postati takoder profesor sljedeée godine. Jedini izuzetak je da prve godine profesori
ne obucavaju studente.

e U nultoj godini nema profesora kompjuterskih nauka, prve godine je jedan
angazovan.

U idealnom slucaju, mozemo odrediti formulu za broj profesora na svijetu u odredenoj
godini. Zatim mozemo odrediti godinu u kojoj ¢e svih N pozicija biti popunjeno. Neka
je f(n) broj profesora u godini n. Da bismo razvili intuiciju oko ovog problema, mozemo
izracunati prvih nekoliko vrijednosti za malo n.

) =0 | nema profesora kompjuterskih nauka

) =1 | 1 novi profesor ali ne podu¢ava studenta

) =1 | 1 stariji profesor koji poducava studenta

) =2 | 1 noviil stari profesor, novi ne poducava a stariji poducava studenta

) =3 | 1 novii 2 stara profesora, novi ne poduc¢ava a dva starija oba poducavaju
) =5 | 2 nova i 3 starija profesora
) =8 | 3 novaib starijih prfesora

U opstem slucaju,broj profesora u godini n je broj profesora u prosloj godini plus broj
novih angazmana. Broj profesora u prosloj godini je f(n—1) dok je broj novih angazmana
jednak broju profesora od prije dvije godine, tj. f(n — 2) jer je svaki od ovih profesora
poducavao studenta prosle godine. Ovo nam daje sljede¢u rekurziju za broj profesora

J(0) =0
=1
fn) = fn—1)+ f(n—2), (n>2)

Ovo je poznata Fibonacijeva rekurzija i ako se vratimo unazad malo, vidimo i da su
vrijednosti od f(n) koje smo izrac¢unali, ustvari prvih nekoliko ¢lanova Fibonacijevog
niza.

Ovdje postavljamo pitanje koliko je f(n)? Naravno, uvijek mozemo izracunati koliko
Zelimo c¢lanova Fibonacijevog niza ali bi bilo dobro naéi eksplicitnu formulu za f(n),
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2.5. Linearne rekurzije

§to ¢emo i uraditi. Rjesavanje Fibonacijeve rekurzije je prilicno lagan posao jer je ona
linearna. Linearna rekurzija je rekurzija oblika

d
Fn) = arf(n = 1)+ aaf(n=2) + o+ aaf(n—d) = > aif(n 1)

pri ¢emu su aj,as,...,aq konstante. Red ove rekurzije je d. Naprimjer, Fibonacijeva
rekurzija je reda 2 i ima koeficijente a1 = ay = 1.

Sada ¢emo pokusati rijesiti Fibonacijevu rekurziju. Tako ¢emo mozda uociti nacin kako
rijesiti linearnu rekurziju u opstem slucaju. NasSe pravilo uvrStavanja i dokazivanja je
prvi metod kojeg ¢emo primijeniti na nepoznate rekurzije. ispostavlja se da je za linearne
rekurzije eksponencijalno rjeSenje dobra pretpostavka. Zbog toga, pretpostavimo da je
f(n) = ca™, gdje su ¢ i x parametri uvedeni da poboljsaju izglede da ¢emo taéno pogoditi
rjeSenje dok ¢emu u procesu dokazivanja odabrati vrijednosti da bismo ga dokazali. Za
sada mozemo i zanemartiti pocetne uslove f(0) =01 f(1) = 1.

Uvrstavanjem f(n) = cz™ u Fibonacijevu rekurziju, dobijamo

fn)=f(n—=1)+ f(n—-2)
ca™ = ca" 4 a2
?=z+1

2 —r—-1=0
1+5
T

Odavdje zaklju¢ujemo da konstanta ¢ moze biti prizvoljna, ali vrijednosti za  moraju

. 1+V5
2

biti

. Dakle, imamo dva rjeSenja Fibonacijeve rekurzije:

f<n>=c<”2“g> , f(n):c<1_2\/5>

Ustvari, bilo koja kombinacija ova dva rjeSenja je takoder rjeSenje. Sljedeéi teorem kaze
da je ovo tacno u uopstem slucaju za linearne rekurzije.

Teorem 2.5.1. Ako su f(n) i g(n) rjesenja linearne rekurzije (bez pocetnih uslova),
tada je i cf(n) + dg(n) takoder rjesenge te rekurzije.

Dokaz. Buduéi da su f(n) i g(n) rjesenja linearne rekurzije, tada je
d
fn) =Y aif(n—1i
i=1
d
g(n) = aig(n — i)
i=1
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2.5. Linearne rekurzije

Mnozenjem prve jednakosti sa ¢ i druge sa d, zatim sabiranjem, dobijamo:
d d
o)+ agtn) = S aus - 4 (3ot )
i=1 i=1

a; (¢f(n —1) +dg(n — 1))

I
.M&

=1

odakle zaklju¢ujemo da je i ¢f(n) + dg(n) rjeSenje rekurzije. O

Ovu osobinu, da je linearna kombinacija rjeSenja takoder rjesenje, nalazimo i u oblasti
diferencijalnih jednacina kao i mnogih fizickih sistema.
Prethodni teorem implicira da je

) = e (1 *f) o (1 ‘f)

rjeSenje Fibonacijeve rekurzije bez pocetnih uslova, za sve konstante c; i co. Preostaje
jos odabrati konstante ¢; i ¢y tako da budu zadovoljeni pocetni uslovi. Iz prvog uslova

zZnamo 0 0
f(O) =C (1 +2\/5> + co (1 2\/5> =cC1+cy= 0

dok iz drugog

f(1) = <1+\/5> ¥ (1_\/5> =Cll+\/g+621_\/5=1.

2 2 2 2

1.
— i
V5

Ovo su dvije linearne jednacine sa dvije napoznate Cije je rjesenje c¢; = co = —

Bl

Dakle, opste rjesenje Fibonacijeve rekurzije sa pocetnim uslovima je

n n
fn) 1 (1+V56 1 (1-V5
n)=— - —
Vb 2 v\ 2
Primijetimo da iako ovaj izraz sadrzi /5, Fibonacijevi brojevi su cijeli brojevi.

Vratimo se sada pocetnom pitanju: Koliko vrmena ¢e proéi dok se ne popune svih
N pozicija na fakultetima? Da bi odgovorili na ovo pitanje, trebamo pronacéi najmanju
vrijednost od n za koju je f(n) = N, tojest trebamo odrediti godinu n u kojoj je profesora
onoliko koliko je univerzitetskih pozicija. Bududi da izraz za f(n) ima veoma slozen

oblik, tesko je izra¢unati ta¢nu vrijednost za n, ali mozemo naéi odliénu aproksimaciju.
Primijetimo da u opstoj formi, drugi izraz brzo opada ka 0, tojest

1 (148 1 (1-vB) 1 (145
e e

Odavdje mozemo da procijenimo godinu koja se trazi sa

1 1+\/5 n
f(”)”\/g< 5 )21\7
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2.5. Linearne rekurzije

odakle je
_ Toa(v/BN +o(1))

e (55

Sto ima i smisla buduéi da se broj profesora povecava eksponecijalno. Ako odaberemo
da je naprimjer N = 10000 pozicija, bilo bi potrebno oko n = 20.8 godina.
1++5

=0O(log N)

Broj v =

se naziva “zlatni presjek”, te formulu za opsti ¢lan Fibonacijevog niza

mozemo pisati u obliku
n

v
f(n)=—=+o(1
() = T +o(1)
Metod koji smo koristili da rijesimo Fibonacijevu rekurziju se moze iskoristiti da se
rijesi bilo koja opsta linearna rekurzija. Ako u linearnu rekurziju

fn)=arf(n=1)+azf(n—2) +--- +aaf(n—d)

uvrstimo da je f(n) = 2™, dobijamo

2" = a1 aa" 2+ - 4 aga™

i dijeljenjem ove jednacine sa z™~¢, dobijamo

d d—1 d—2
T =a1T + asx + -+ ag—1x +aq
i nazivamo je karakteristi¢na jednacina rekurzije.
Rjesenja linearne rekurzije su definsana sa rjeSenjima karakteristi¢ne jednacine. Zane-
marujudéi zasad pocetne uslove, vrijedi:

e ako je r rjeSenje karakteristi¢ne jednacine koje se ne ponavlja (visestukosti 1), tada
je r™ rjesenje rekurzije;

e ako je r rjeSenje karakteristi¢ne jednacine koje se ponavlja k puta (visestrukosti k),
tada su

n n ,2.mn k—1_n

rnrt,ncrt ..ot

rjeSenja rekurzije.
Takoder, linearna kombinacija ovih rjesenja je takoder rjesenje rekurzije.

Primjer 2.2. Pretpostavimo da postoji biljka koja Zivi vjeéno i koja se reproducira samo
u prvoj godini Zivota. Postavimo pitanje: Koliko brzo ée vrsta da raste? Primijetimo
da je ovo obrnuti problem od problema kojeg smo obradili sa popunjavanjem akademskih
pozicija, gdje se “fakultet reproducirao” u svakoj godini osim u prvoj.

Neka je f(n) broj biljaka u godini n i kao pocetne uslove postavimo f(0) =014 f(1) = 1.
Sada je populacija biljke u godini n jednaka populaciji biljke u prethodnoj godini plus broj
novih biljaka. Populacija u prethodnoj godini je f(n — 1) dok je broj novih biljaka u ovoj
godini jednak broju novih biljaka prosle godine f(n—1)+ f(n—2). Posmatrajudi sve ovo
zajedno, dobijamo rekurziju za populaciju biljke u obliku

fn)=fn=1)+(f(n=1)=f(n=-2)) =2f(n—1) = f(n—-2).
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2.5. Linearne rekurzije

Karakteristiéna jednacina je x> —2x+1 = 0, ¢ije je rjesenje x = 1 visestrukosti 2. Dakle,
opste rjesenje rekurzije je

f(n) =c11™ 4+ canl™ = ¢1 + con.

Ako sikoristimo pocetne uslove, dobijamo da je f(n) = n.
Dakle, u n—toj godini imamo ukupno n biljaka.

Nehomogene rekurzije
Ako homogenoj rekurziji

fn)=aif(n—1)+azf(n—2)+-- +aaf(n—d)
na desnoj strani dodamo ¢lan g(n), dobijamo opsti oblik nehomogene rekurzije
fn)=a1f(n—1)+axf(n—2)+ - +aaf(n—d)+g(n)
Naprimjer, ako Fibonagcijevoj rekurziji dodamo ¢lan 1, dobijamo nehomogenu rekurziju
u obliku
fm)=f(n—1)+ f(n—2)+ 1.

Rjesavanje nehomogenih rekurzija radimo u nekoliko koraka:

e Rjesavamo pripadajuéu homogenu rekurziju (g(n) = 0) na raniji na¢in. U ovom

dijelu ignorisemo pocetne uslove. Rjesenje homogene rekurzije ¢emo zvati homogeno
rjesenjge.

e Dalje trazimo tzv. partikularno rjesenje nehomogene rekurzije. Postoji opsti metod
za nalazenje partikularnog rjesenja i u ovom dijelu takoder ignoriSemo pocetne
uslove.

e Sabiranjem homogenom i partikularnog rjesenja dobijamo opste rjesenje rekurzije
i u ovom dijelu koristimo pocetn uslove da bismo odredili nepoznate konstante.

Primjer 2.3. Rijesiti rekurziju

fy=1

f(n) =4f(n—1)+3"
Prvo, posmatrajmo odgovarajuéu homogenu rekurziju f(n) = 4f(n — 1). Odgovarajuéa
arakteristicna jednacinag je x — 4 = 0, cije je rjeSenje x = 4. Dakle, homogeno rjeSenje
je f(n) = c4™.

Odredimo sada partikularno rjesneje rekurzije f(n) = 4f(n — 1) 4+ 3™. Pretpostavimoda

je partikularno rjesenje u obliku d3™, pri éemu je d proizvoljna konstanta. zamjenom u
rekurziju, dobijamo

d3" = 4d3" + 3"

3d=4d+3
d=-3.
Dakle, partikularno rjesenje je f(n) = —3-3" = —3"T1. Zbir homogenog i partikularnog

riesenja je f(n) = c4™—3"TL. Ako iskoristimo pocetni uslov, tj. da je f(1) = 1, dobijamo
da je c = g
. s . .. 5 1
Opste rjesenje rekurzije je f(n) = 34™ — 3" +1.
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Najtezi dio pri rjeSavanju rekurzija jeste odrediti partikularno rjesenje jer podrazumijeva
pogadanje. Ipak, postoje neka pravila koja nam olaksavaju ova pogadanja. U opstem
slucaju, treba traziti partikularno rjesenje u istom obliku kao nehomogeni dio g(n). Evo
nekih od pravila.

e Ako je g(n) konstanta, partikularno rjesenje trazimo u obliku f(n) = ¢, a ako ne
uspijemo onda u obliku f(n) = bn + ¢ ili f(n) = an?+ bn + ¢, itd.

e Ako je g(n) polinom, partikularno rjesenje trazimo u obliku polinoma istog stepena,
a ako ne uspijemo onda u obliku polinoma stepena vecag za 1, itd. Naprimjer, ako
je g(n) = 6n + 5, partikularno rjesenje trazimo u obliku f(n) = bn + ¢, a ako ne
uspijemo onda u obliku f(n) = an? + bn + c, itd.

e Ako je g(n) eksponencijalna funkcija, kao naprimjer 3", tada partikularno rjesenje
trazimo u obliku f(n) = ¢3", a ako ne uspijemo onda u obliku bn3™ + ¢3™ ili obliku
an?3™ + bn3™ + 37, itd.
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Generirajucée funkcije

Generiraju¢e funkcije predstavljaju veoma koristan alat u diskretnoj matematici.
Ukratko, generiraju¢e funkcije predstavljaju alat za transformaciju problema o
nizovima u algebarske probleme, $to je dobro jer poznajemo veliki broj algebarskih
pravila koje mozemo primjenjivati. Generirajué¢im funkcijama probleme vezane za
nizove svodimo na ispitivanje algebarskih izraza i time mozemo rijesiti veliki broj
problema brojanja.

Postoji razne vrste generiraju¢ih funkcija kao S§to su obicne, eksponecijalne i
Dirichletove generirajuée funkcije. U ovom dijelu éemo se baviti samo sa obi¢nim
generiraju¢im funkcijama Sto je dovoljno za prezentaciju ideje koriStenja ovog alata.
Recimo, Z-transformacije, koje su usko povezane sa obi¢nim generirajué¢im funkcijama,
su veoma bitne u teoriji kontrole i obradi signala. Generirajuc¢e funkcije prvi je uveo
Abraham de Moivre 1730. godine, kako bi se rijeSio opéi problem linearne rekurzije.

Definicija 3.0.1. Posmatrajmo niz realnih  brojeva  fo, f1, fo, -y fny-- -
Generirajuéa funkcija F(x) je beskonacéni red

F(z) = fo+ fiz+ fox® + - =Y faz™ 1)
n=0
Koeficijent uz stepen z™ generirajuée funkcije (1) éemo oznacavati sa [z"]F(x). Dakle,
[z"F(z) := fu.
Osobine bilo kojeg niza realnih brojeva fy, f1, fo,..., fn,... mozemo analizirati

posmatrajuéi ih kao uzastopne koeficijente generirajuce funkcije. Ispostavlja se da neke
osobine veoma “komplikovanih” nizova realnih brojeva koji su nastali prebrojavanjem
necega mnogo lakse objasniti koristeéi generirajuce funkcije.

Primjer 3.1. Posmatrajmo konstantni niz relanih brojeva 1,1,1,.... Generirajuéa
funkcija u ovom slucaju je
o0
G(m):1+x+x2+~~:2x". (2)
n=0

Koristeéi algebarska pravila, lako moZemo izvesti jednostavniju formulu za generirajucu
funkciju G(z). Iz (2) dobijamo da je

—2G(z) = —x — 2% —---. (3)
Sabiranjem (2) i (3), dobijamo da je G(z) — xG(z) = 1, odakle je G(x) = *—. Dakle,

1—x

Gla) =S "= — (4)
n=0
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3.1. Prebrojavanja pomoc¢u generirajué¢ih funkcija

odnosno
o (0 ) =1
x =1.
1—x
L]
Primjer 3.2. Posmatrajmo niz relanih brojeva 1,2,3,.... Generirajuca funkcija u ovom
sluc¢aju je
N(@)=1+22+32>+-- =Y (n+1)a" (5)
n=0
Iz (5) dobijamo da je
—aN(z) = —x — 222 — 3% — - . (6)

Sabiranjem (5) i (6), dobijamo da je N(x) —xN(z) =1+z+2%+--- = G(x), odakle je
N(z) = 4@ odnosno N(z) = ﬁ Dakle,

-z

N(z)=> (n+1)2" = (e (7)

odnosno

] ((1133)2) —ntl. (8)

Veoma bitno je napomenuti da generirajuce funkcije ne posmatramo kao formalne
stepene redove i zbog toga pitanje konvergencije nece biti razmatrano u radu sa njima.
Identitete (2) i (5) posmatramo kao simbolicke identitete koje vrijede ¢isto na osnovu
algebarskih identita. Naravno, numericki gledano identiteti (2) i (5) su ta¢ni samo ako
je |z| < 1.

Prebrojavanja pomocu generirajucih funkcija

Generirajuce funkcije su veoma korisne za predstavljanje i prebrojavanje nacina izbora n
stvari. Naprimjer, pretpostavimo da imamo dvije vrste loptica, zelene i crvene. Ozna¢imo
sa l,, broj nacina na koji mozemo izabrati n zelenih ili crvenih loptica. Tada je [, =n+1
jer postoji n 4+ 1 nacin za izbor loptica: da izaberemo nula zelenih i n crvenih, jednu
zelenu i n — 1 crvenih, dvije zelene i n — 2 crvene, i na kraju moguénost da izaberemo n
zelenih i 0 crvenih. Zbog toga, definiSemo generirajuéu funkciju L(x) za prebrojavanje
izbora loptica uzimajuéi da su l,, koeficijenti uz ™. Na osnovu (5) dobijamo da je
L 1 9

Posmatrajmo sada malo slozeniji slu¢aj. Pretpostavimo da imamo dvije vrste voca,
jabuke i kruske i da imamo neka ogranicenja u vezi njihovog izbora. Neka je j, broj nacina
da izabermo n jabuka i neka je k, broj nacina da izabermo n krusaka. Generirajuca
funkcija za prebrojavanje jabuka je

J(z) = Zj”z"
n=0
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3.1. Prebrojavanja pomoc¢u generirajué¢ih funkcija

a generirajuca funkcija za prebrojavanje krusaka je

K(z) := i kpz™
n=0

Dalje, pretpostavimo da jabuke dolaze u pakovanjima od po 6 jabuka. Prema tome ne
postoji na¢in da izaberemo od jedne do pet jabuka (nula nacina) a samo je jedan nacin
da izaberemo 6 jabuka, ne postoji nacin da izabermo 7 jabuka, itd. Drugim rije¢ima

.| 1 ako jen djeljivo sa 6,
=0 0 inace.

U ovom sluc¢aju imamo

o
1 1
J(x) = Zjnas” = 14+254+2'+- - = (smjenax® = y) = 1+y+y*+--- = Ty =14
n=0

Pretpostavimo sada da imao dvije vrste krusaka, zute i zelene. Posmatrajuéi problem
prebrojavanja kruSaka kao ranije opisani problem prebrojavanja loptica, zaklju¢ujemo da
je kn, = n+ 1, pa osnovu (5) dobijamo da je

1

K(x):m.

Sada mozemo postaviti pitanje: na koliko nac¢ina mozemo izabrati mjesavinu jabuka i
krusaka? U tom cilju, prvo moramo odluciti koliko jabuka Zelimo da izaberemo. Ako taj
broj ozna¢imo sa m tada vrijednosti m idu od 0 do n. Prema tome, mozemo izabrati
jabuke na j,, nacina. Izborom m jabuka, preostaje nam n—m krusaka pa kruske mozemo
izabrati na k,_,, nac¢ina. Ukupni broj nacina za izbor m jabuka i n — m krusaka, sa
ranije datim ogranicenjima je dakle

Jokn + j1kn—1 + jokn—o + - + jnko. (10)

Veoma je zanimljiva i veza izmedu prebrojavanja elemenata nekog skupa i generirajucih
funkcija. Naime, izraz (10) je ustvari koeficijent uz ™ u proizvodu J(z) - K(z), tojest
vriejdi sljededi teorem.

Teorem 3.1.1 (Pravilo proizvoda). Za generirajuée funkcije J(x) i K(x) vrijedi

[z"](J(z) - K(z)) = jokn + jikn—1 + jokn—2 + - - + jnko. (11)
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3.1. Prebrojavanja pomoc¢u generirajué¢ih funkcija

Da bi ovo pojasnili, posmatrajmo sljede¢u tabelu u kojoj se nalaze proizvodi elemenata
generirajucih funkcija:

koxz° k! kox? ksxz®
Joz° | jokox" Jokyzt jokaa? joksa®
jizt | jikox! Jrkiaz? Jrkox?
jax? | jakox? jokix3
jax® | jakox®

U ovom zapisu, svi ¢lanovi koji sadrze isti stepen od x leze na jednoj dijagonali. Dakle,
¢lanovi koji sadrze 2! se nalaze da prvoj dijagonali, ¢lanovi koji sadrze 22 se nalaze na
drugoj dijagonali, itd. Zbog toga je koeficijent uz 2™ u proizvodu J(z)- K (x) ustvari zbir
koeficijenata ¢lanova na n—toj dijagonali, odnosno to je zbir (10).

Definicija 3.1.1. Konwvolucija nizova jo, j1,j2,--- t ko, k1, ke, ... je niz joko, j1ko +
Jok1, joko + jiki + joke, .. ., tojest niz koeficijenata u proizvodu J(z) - K(x).

Konvolucija nizova igra veoma vaznu ulogu u teoriji kontrola i obradi signala.
Koristeéi proizvod generiraju¢ih funkcija, lako se pokazuje da je suma geometrijskog

reda jednaka T bez ispitivanja konveregencije, §to je na$ pristup ovdje. Naime, kako
je
1=1+ 0z + 0z®+0z°+- -
il—2=1+(=1)x+02%+ 023+ - za generirajuéu funkciju (2), koristeé¢i pravilo (10)
za mnozenje generirajuc¢ih funkcija, dobijamo
(1-2)G(z) =1+0x+02%+02° +--- =1

odakle dobijamo formulu (4).
Specijalan slucaj je kada generirajué¢u funkciju mnozimo proizvoljnom konstantom, $to
iskazujemo sljedeé¢im teroremom bez dokaza.

Teorem 3.1.2 (Pravilo konstante). Ako je ¢ proizvoljna konstanta i F(x) proizvoljna
generirajuéa funkcija, tada vrijedi

[z")(c- F(z)) = c- [2"]F(x).

Svu raniju diskusiju mozemo ustvari iskazati sljede¢im teoremom.

Teorem 3.1.3 (Pravilo konvolucije). Neka je A(x) generirajuéa funkcija za izbor
elemenata iz skupa A i neka je B(x) generirajuéa funkcija za izbor elemenata iz skupa
B, pri éemu je A # B. Generirajuéa funkcija za izbor elemenata iz skupa AU B je

36



3.1. Prebrojavanja pomoc¢u generirajué¢ih funkcija

proizvod A(x) - B(x).

Ovdje moramo naglasiti da se uslovi i restrikcije koje smo imali pri izboru elemenata u
skupovima A i B prenose na izbor elemenata u skupu A U B.

Vratimo se sada prebrojavanju crvenih i zelenih loptica. Kako je samo jedan nacin da
izaberemo tacno n zelenih loptica, to znaéi da je svaki koeficijent pripadajuce generirajuce
funkcije jednak 1, pa je generirajuca funkcija u tom slucaju ﬁ Istim rezonovanjem
zaklju¢ujemo da je generirirajuca funkcija za izbor ta¢no n crvenih loptica takoder ﬁ
Koristeéi pravilo konvolucije, zakljucujemo da je generirajuc¢a funkcija za broj nacina
izbora n crvenih i zelenih loptica jednaka ﬁ . ﬁ = ﬁ, §to je ustvari formula (9).

Primjena pravila konvolucije na izbor zelenih i crvenih loptica se moze prenijeti i na
izbor loptica sa k razli¢itih boja. U tom sluc¢aju pripadajuca generiraju¢a funkcija je
ﬁ. Iz kombinatorike je poznato da ako zelimo izabrati n loptica sa k boja, onda to
n+(k—1)

k

(i) (747)

Formulu (12) mozemo izvesti i pomoéu Maclaurinove formule

1 O " 0
f(x) = f(0)+ f'(0)x + f2(' )a:2+ ! 35 )x3+--- .
Odavdje vidimo da ée koeficijent uz ™ u razvoju funkcije f(z) = ~—=z biti jednak

(1—z)*
(0
n!

mozemo uraditi na ( ) nacina. Dakle,

. Racunajuéi n—ti izvod funkcije f(z) = ﬁ dobijamo
f =k(k+1)(k+2)- - (k+n—1)(1—az)” k),
Dakle,
"] ( L\ _f00) _ ke 1)(k+2)--- (k40— 1)1 —0)~ "+
( =

1—x)* nl n!

_(n+(k—-1)
= L ,
§to je formula (12).

Pravilo konvolucije mozemo iskoristiti i za izvodenje binomne formule. Ako posmatramo
skup {a1}, onda immao jedan nac¢in da ne izaberemo nijedan ¢lan skupa i jedan nac¢in
da izaberemo samo ¢lan a;. Ukoliko zelimo izabrati dva, tri ili viSe elemenata iz ovog
skupa, onda to ne mozemo uraditi, tojest broj nacina je nula. Zbog toga je pripadajuéa
generiraju¢a funkcija 1 + x. Sli¢no, izbor n elemenata iz bilo kojeg jednoclanog skupa
{a;} ima generirajuéu funkciju 1 + x.

Sada, koriste¢i pravilo konvolucije zaklju¢ujemo da izbor n elemenata iz skupa
{ai,a2,...,a;,} ima generirajuéu funkciju (1 + z)™ koja je proizvod generirajuéih
funkcija za izbor u svakom jednoclanom podskupu ovog skupa. Iz kombinatorike znamo

m
da je izbor n elemenata u skupu od m elemenata jednak < > pa je
n

o= ()

n
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3.2

3.2. Jedan zanimljiv problem prebrojavanja

$to predstavlja binomni teorem.

Primjeri sa prebrojavanjem loptica, jabuka i krusaka na govore da generirajuce funkcije
omogucavaju da se problemi prebrojavanja elemenata nekog skupa mogu biti rijeseni
algebarskim manipulacijama. Vrijedi i obrnuto, pomocu njih i algebarski identiteti mogu
biti izvedeni tehnikama prebrojavanja elemenata.

Jedan zanimljiv problem prebrojavanja

Ovdje ¢éemo rijesiti sljedeéi problem prebrojavanja, koji na prvi pogled izgleda jako
komplikovan a kojeg ¢emo rijesiti pomocu generiraju¢ih funkcija na, ispostavit ¢e se,
mnogo laksi nacin.

Naime, postavlja se pitanje na koliko na¢ina mozemo napuniti vreéu sa n vocki ako
imamo sljedec¢a ogranicenja:

e broj jabuka mora biti paran;

e broj banana mora biti djeljiv sa 5;
e moze biti najvise 4 narandze;

e moze biti najvise jedna kruska.

Ovakvi uslovi su veoma komplikovani i na prvi pogled dobiti odgovor u slu¢aju n vocki
izgleda nemogué¢. Naprimjer, ako zelimo vre¢u napuniti sa 6 vocki, onda to mozemo
uraditi na 7 nac¢ina:

Jabuke [6 4 4 2 2 0 0
Banane |0 0 0 0O 0O 5 5
Narandze [0 2 1 4 3 1 0
Kruske [0 0 1 0 1 0 1

Konstruisimo sada generirajuéu funkciju za izbor jabuka. Naime, 0 jabuka mozemo
izabrati na jedan nacin, jednu jabuku na nula nac¢ina, dvije na jedan nacin, tri na nula
nacina, i tako dalje. To je iz razloga $to broj jabuka koje biramo mora biti paran. Dakle,
pripadajuca generirajuc¢a funkcija je

1
J@) =142 42t 4= —
(x) +azt 42+ o2

Sli¢nim razmisljanjem generirajuéa funkcija za izbor banana je

1
Bzx)=1+a2"+20+...= — .
(z) T
Nula, jednu, dvije, tri i ¢etiri narandze mozemo izabrati na jedan nacin. Pet, Sest i viSe
narandzi mozemo izabrati na nula nacina. Dakle, generirajuca funkcija u ovom sluc¢aju
je
2 3 y_1-2°
N@)=1+zx+z"+a°+2" = T
—x
Buduéi da mozemo izabrati nula ili jednu krusku, generirajuca funkcija u ovom slucaju
je
K(z)=1+=.
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3.3

3.3. Fibonaccijev niz brojeva

Koristeéi pravilo konvolucije dobijamo da je generirajuca funkcija za izbor sve ¢etiri vrste
vocki jednaka

1 1 1—ab

J(x)- B(x) - N(z) K(z) = 1—22 1-2° 1-x

(142) =

(1—a)*

Na osnovu formula (5), (7) i (8) zaklju¢ujemo da je n vocki, sa zadanim ogranicenjima,
moguce izabrati na n + 1 nacin.

Fibonaccijev niz brojeva

Fibonaccijev niz brojeva je niz brojeva u kome je svaki ¢lan niza zbir prethodna dva
clana tog niza. Prva dva ¢lana niza se zadaju i obi¢no su to broj 1. Ukoliko Zelimo
da odredimo n-ti ¢lan ovog niza, onda to moze biti komplikovano jer ako koristimo ovaj
pristup, onda bismo prije toga morali odrediti sve ¢lanove niza do n—tog ¢lana.

Ako Fibonacijev niz ozna¢imo sa fg, f1, f2, ..., ovaj niz moze biti zadan i rekurzivnom
formulom na sljedeéi nacin

fo=0
fi=1
fo = fo-1+ fa—2, (n>2).

Izvedimo sada formulu za opsti ¢lan niza koristeé¢i generirajuée funkcije. Neka je
F(z) = fo+ fiz + faa® + - (13)
generirajuca funkcija za Fibonaccijev niz brojeva. Iz (13) imamo

—zF(z) = —xfy — frz? — foa® + - (14)

—2°F(z) = —2°fo — f12® — fox" + - (15)
Sabiranjem (13), (14) i (15) dobijamo
Fa)1—z—a®) = fo+ (fi = fo)z+ (fo = f1 = fo)2® + (fs = fo = f1)a® + -,
te na osnovu osobina Fibonaccijevog niza, dobijamo
Fl)(1—z—2%) =2

odakle je

Fz) = ——

1—x—a2

Rastavljanjem racionalne funkcije F'(x) na proste racionalne funkcije, dobijamo

T 1 1 1
F(x)zl—x—ﬂ:\/g(l—ax_l—ﬁx)
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3.4

3.4. Hanojske kule

gdjesua = =51 = 1’2\/5. Koristec¢i formule (2) i (4), dobijamo

1 2 2 2.2
F(:v):ﬁ((l—i—am—i—ax +-- )= (14 Bz + g% —|—))
1
= = ((@= Bt (a? = gt o).
Dakle,
n _i n_n_i 1+\/5 n_ 1_\/5”
pa je

1 ((1+v5) [(1-v5\"
()

Formula (16) se naziva Binetova formula i predstavlja eksplicitnu formulu za opsti ¢lan
Fibonaccijevog niza. Iako na prvi pogled izgleda komplikovano, primijetiomo da je izraz
na desnoj strani jednakosti (16) uvijek prirodan broj.

Hanojske kule

O problemu Hanojskih kula i odgovarajuéoj rekurziji smo se upoznali u Sekciji 2.1. Ovdje
je samo rjesavamo koristeéi generirajuée funkcije.

Neka je
H(x) = ho + hyx + hox? + - - (17)
generirajuca funkcija za problem Hanojskih kula. Iz (17) imamo
—2¢H(x) = —2hox — 2h12% — 2hoa® + - - (18)
i iskoristimo da je
L _ 2 (19)
T = x—x .

Iz (17), (18) i (19) dobijamo

1
H(w)(l—Qm)—m=h0—1+0x+0x2+-~-=—1.
Dakle,
T
H 1-—2x) = — 1=
@(1-20)= 11— —1=
odnosno . .
H(z) = i

40



4.1

Uvod u jezike i1 konacne
automate

Osnovni koncepti

Prvo éemo predstaviti osnovne koncepte i pojmove kao Sto su alfabet, string i jezik kao i
definicije koje ¢emo koristiti u ovom dijelu.
Alfabet, u oznaci ¥, je konacan i neprazan skup simbola.

Primjer 4.1. Primjeri alfabeta su:
e X ={a,b,...,z}, skup svih malih pisanih slova,
e 3 ={0,1}, skup binarnih cifara,
e X ={0,1...,9}, skup dekadnih cifara,
e X={0,1...,9,a,b,...,z}, skup alfanumerickih simbola.
L]

String je konacan poredak simbola izabranih iz alfabeta 3. Naprimjer, abe, acbh, bca,
abea su neki od stringova iz alfabeta ¥ = {a, b, c}. Primijetimo da su a, b i ¢ takoder
stringovi iz alfabeta ¥ = {a,b,c}. Kada pisemo a a, b i ¢ kao elemente alfabeta ¥ =
{a,b,c}, tada se oni odnose kao simboli, ne stringovi.

Stringove obi¢no mozemo klasificirati po njihovoj duzini a to je broj pojavljivanja
simbola u stringu. Standardna notacija za duzinu stringa x je |z|. Naprimjer, |abc| = 3
ilal =1.

String u kojem nema pojavljivanja simbola nekog alfabeta se naziva prazan string ili
nula string, $to oznacavamo sa € (epsilon) i |¢] = 0. Prema tome e je string izabran iz
proizvoljnog alfabeta 3.

Za bilo koji alfabet ¥ njegov stepen, tojest ¥, (k € Ny) predstavlja skup svih stringova
duzine k formiranih nad X.

Primjer 4.2. Neka je ¥ = {0, 1}, tada je
. 20— e,
o X1 ={0,1},
¢ ¥2 = {00,01,10, 11},

¥F =100...0,0...1,1...0,...}, gdje je svaki string duzine k.
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4.1. Osnovni koncepti

Skup svih mogudéih stringova nad alfabetom ¥ oznacavamo sa ¥*, pri ¢emu se operator
* naziva Kleenyevo zatvorenje i ustvari vrijedi 2* = XU Xt Ux?U---.

Primjer 4.3. Neka je ¥ = {0, 1}, tada je

s* = {e} U {0,1} U {00,01, 10,11} U {000,001, 010,011,...} U---
= {¢,0,1,00,01, 10, 11,000, 001,010,011, ...}

1 ovag skup sadrzi beskonaéno mnogo stringova. [

Ako iz skupa X* isklju¢imo prazan string e, tada imamo neprazan skup stringova nad
alfabetom Y. Taj skup oznafavamo sa X7, pri ¢emu se -+ naziva pozitivni operator.
Dakle, vrijedi ¥* = X1 U {e}.

Jezik je skup stringova izabranih iz X* za proizvoljan alfabet 3. Ako je L jezik nad
alfabetom 3, tada je L C X*. Zbog toga jezik L moze da sadrzi beskona¢no mmnogo
stringova. Buduéi da su jezici skupovi stringova, novi jezici mogu biti konstruisani
koristenjem operacija unije, presjeka, razlike i komplemneta. Naprimjer, komplement
jezika L nad alfabetom X je dat sa L' = X* — L, pri ¢emu X* sadrzi sve mogude
skupove stringova formiranih nad ¥, kojeg uzimamo za univerzalni skupa. Prema tome,
skup L’ sadrzi sve stringove iz ¥* koji nisu u skupu L.

Novi jezik takode moze biti konstruisan koristenjem operacije konkatenacije, tj.
spajanjem ili nadovezivanjem stringova. Neka su z i y dva stringa. Tada spoj stringova
x iy je novi string xy koji je ustvari ‘string gdje nakon x slijedi y’. Naprimjer, ako je x
string od n simbola aias...a, i ako je y string od m simbola b1bs...b,,, tada je zy
string od n + m simbola ajas...apbibs...by,. Primijetimo da spajanje nije
komutativno, tojest xy # yx sve dok je & # y. S druge strane, spajanje je asocijativno,
tojest za tri proizvoljna stringa x, y i z vrijedi (zy)z = x(yz). To omoguéava spajanje
stringova bez restrikcije kojim redom ¢e se razlicite operacije spajanja izvoditi.

Takoder, operaciju spajanja mozemo primijeniti i nad jezicima. Naprimjer, ako posma-
tra dva jezika Ly C X* i Ly C X*, tada je njihov spoj jezik Lj Lo, tojest

LiLy={zy:x € Li ANy € La}.
Primjer 4.4. Posmatrajmo dva jezika Ly = {e} i Ly = {00,01,10,11}. Tada je
LiLy = {€}{00,01,10, 11} = {00, €01, €10, €11} = {00,01, 10, 11}
jer je ex = x. [
Takoder, vrijedi i sljedece:

(a) Spajanje dva nula stringa ili jezika koji sadrze samo nula stringove je nula string,
tojest ee = e.

(b) Ako je jezik Ly prazan, tojest L; = (), tada je spajanje L Lo prazan za bilo koji jezik
Ls. Naprimjer, ako je La = {ab, bc, abc}, tada je Ly Ly = 0{ab, bc, abc} = (.

(¢) Akosu L1 =0 i Ly =0, tada je L1 Ly = (.
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4.2

4.2. Deterministicki konaéni automat (DFA)

Stringovi su po definiciji konaé¢ni ali jezik sadrzi beskonacan broj stringova. Zbog toga
je veoma bitno ogranic¢enje za jezike u smislu da se specificiraju da budu kona¢ni. Na-
primjer, neka je ¥ = {a}, tada je ¥* = L = {¢, a,aa,aaaq, ...}, gdje imamo beskona¢no
mnogo stringova. Beskonaé¢ni stringovi jezika L mogu ekvivalentno biti predstavljeni na
konacan nacin sa L = {a}*.

Posmatrajmo drugu ilustraciju, gdje je jezik dat sa L = {0,1}* U{a}{b}*. Tada se jezik
moze konstruisati, bilo spajanjem proizvoljnog broja stringova, od kojih je svaki 0 ili 1,
ili spajanjem stringa a sa proizvoljnim brojem kopija od b.

Sli¢no, jezik L = {020 : = € {ab}*} koji sadrzi stringove x sa dodanom 0 na oba kraja,
gdje je x proizvoljan string formiran od a i b.

Buduéi da je L° = {e}, L' = L, L> = L'L = LL', L3 = L?L, ..., L* = L*~'L, tada je
L*=L°UL'U---UL,U---. Dakle, L* = (Jp_, L*, odakle je LT = |J;o, L* = LL* =
L*L.

Deterministitki kona&ni automat (DFA)

U teoriji izracunavanja, grani teorijske kompjuterske nauke, deterministicki konacni
automat (DFA!) - takoder poznat i kao deterministicki konaéni akceptor (DFA?),
deterministicka kona¢na masina (DFSM?) ili deterministicki automat konaénog stanja
(DFSA%) - je masina s kona¢nim stanjima koji prihvada ili odbija zadani niz simbola,
prolazeé¢i kroz niz stanja jedinstveno odreden nizom. Deterministicki se odnosi na
jedinstvenost proracunskog ciklusa.

DFA se odnosi na apstraktno posmatranje masine ¢ija je tranzicija jedna i samo jedna
poslije ¢itanja niza ulaza sa svakog stanja. Apstraktno posmatarnje te masine je prika-
zano sljede¢om slikom.

T
[2][v][b[b][-]a]a]

'Q M

Sa M oznatavamo maginu DFA koja ima traku 7' kona¢ne duzine. Celije trake sadrze
ulazne simbole stringa. Masina ima glavu trake za Citanje (i samo ¢itanje) H i njeno
kretanje je ogranic¢enona striktno mnaprijed/desno. Jednom kada se pomakne
naprijed/desno ne vraca se nazad/lijevo. Pretpostavimo da je automata M u po¢etnom
trenutku ¢ = 0 (ili uopSte ne mjerimo vrijeme) u stanju qo. Glava trake ocitava
trenutnio simbol a i automata ide na sljedete stanje q;. Sada je glava trake pokazuje
simbol b, masina ocitava simbol b i ide na sljedece stanje qs.

1Deterministic finite automata.
2Deterministic finite acceptor.
3Deterministic finite state machine.
4Deterministic finite state automata.
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4.2.1

4.2. Deterministicki konaéni automat (DFA)

T T T
[a[b[b[b][-[ala]  [a[b]b]b]-[ala] [a[b[b]b]..[a]a
H Y H =

DFA DFA DFA H

a4, M 9o M gy M

Na ovaj naCin masina skenira sve ulaze na ¢elijama trake i dostize zadju Celiju.
Pretpostavljano da, nakon nekog vremena, masina M dostiZe finalno stanje g¢, nakon
skeniranja cijele trake i takoder pretpostavljanmo da masina staje.

dakle, nakon skeniranja svih ulaza na traci kojaa sadrzi string, masina M ide u stanje
koje je konacno stanje. To znaci da je string prihvaden ili je odbjen od masine M (to
znaci da masina M ne dostize njeno krajnej stanje dok skenira cijeli string). Ovi moguéi
ishodi DFA su prikazani sa

String

Yes (String is Accepted)

No (String 1s Rejected)

Definicija 4.2.1. Deterministicki konacéni automat (DFA) ima:
(a) konacan skup stanja Q,
(b) konacan skup ulaznih simbola ¥,

(¢) funkciju tranzicije 6 koja definise sljededu tranziciju (pokret) nad ulaznim simbo-
lom,

(d) pocetno stanje qo, gdje je qo € @ (bilo koje stanje u skupu Q je posetno stanje),

(e) skup prihvatljivih stanja (konaéno stanje) F. Jedno ili viSe stanja mogu biti
finalno stanje/stanja, za koji ej sigurno F C Q.

Dakle, deterministicki konaéni automat (DFA) je uredena petroka M = (Q, %, 9, qo, F)
gore definisanih objekata.

Primijetimo da je funkcija tranzicije ustvari preslikavanje § : Q X ¥ — Q. Naprimjer, za
stanje ¢ € @ i simbol a € ¥ vrijedi d(q,a) — p € Q. Masina M je u stanju ¢ i poslije
oc¢itavanja simbola a se pomice na sljedeée stanje p koje moze biti isto kao i stanje ¢, $to
znaci da masina ostaje u svom stanju uzimajuéi ulazni simbol, tojest d(q,a) — q.

Ocigledno je da DFA ima konacan broj stanja i tranzicije izmedu stanja su definisane
u skupu stanja nad skupom ulaznih simbola, Sto vra¢a skup stanja. DFA mozemo pred-
staviti kroz dijagrame stanja i kroz tabele tranzicije.

Dijagrami stanja
U dijagramu stanja koristimo sljedece oznake:

e Stanje je prikazano krugom. Pretpostavimo da je p stanje, tada ga predstavljamo
sa
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4.2. Deterministicki konaéni automat (DFA)

@

e Tranziciju medu stanjima prikazujemo usmjerenim lukom izmedu njih koji sadrzi
ulazni simbol. Naprimjer, §(g, a) = p predstavljemo kao

(D %h@,
O/ o

pri ¢emu su p i g stanja i pri ¢emu je luk, koji sadrzi ulazni simbol a, prikazuje
tranziciju iz stanja g u stanje p.

e Pocetno (inicijalno) stanje oznac¢avamo sa pocetnom strelicom. Naprimjer, ako je
q pocetno stanje, tada ga predstavljamo kao

o

—_— g

N/

e Finalno (prihvatljivo) stanje oznacavamo sa duplim krugom, naprimjer ako je p
finalno stanje, tada ga predstavljamo kao

PN

Q)
Primjer 4.5. Deterministicki konacni automat (DFA) M = (Q,%,9,qo, F) ima skup
stanja @ = {qo,q1}, skup ulaznih simbola ¥ = {a,b}, F = {q1} i qo je pocetno stanje
dok je funkcija tranzicije § definisana kao

d(qo,a) = q1; 9(q0,b) = qo; d(q1,a) = qo; 6(q1,b) = q1.

Dijagram ovog deterministickog konacnog automata M predstavijamo sa

N ——
V oyt

-\-\i:- (1
TN B

Odavdje vidimo da postoji ta¢no jedna i samo jedna tranzicija (izlazni luk) iz svakog
stanja u svaki ulazni simbol, pa je prema tome automata ‘odredena’. U protivnom ako
kona¢na automata ima vise od jedne tranzicijeTtranzicija (izlaznih lukova) iz stanja u
jedan/isti simbol, onda za automatu kazemo da je ‘neodredena’.

Primjer 4.6. Deterministicki konacni automat (DFA) M = (Q,%,9,qo, F) ima skup
stanja @ = {qo,q1}, skup ulaznih simbola ¥ = {a, b}, pocetno stanje qo dok skup finalnih
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4.2. Deterministicki konaéni automat (DFA)

stanja sadrzi samo stanje qo, tji. F = {qo} pri cemu je F C Q dok je funkcija tranzicije
& definisana kao

d(qo,a) = q15 9(q0,b) = qo; d(q1,a) = qo; 9(q1,b) = q1.

Dijagram ovog deterministickog konacénog automata M predstavljamo sa
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Ovdje je pocetno stanje oznaceno sa strelicom takoder i finalno stanje oznaceno sa duplim
krugom. Iz date funkcije tranzicije 8, mozemo zakljuciti sljedece:

e Pocetno stanje je i konacéno stanje. Posmatrajmo specijalni string € za koji vrijeds
0(qo,€) = qo, tj. stanje ostaje nepromijenjeno.

e Bilo koji strng koji sadrzi jedan ili vise simbola b je takoder prihvatljiv, tj
{b, bb, bbb, . . .}.

o Ako string sadrzi simbol a, tada mora sadriavati drugi simbol a i tako M wvraca
svoje finalno stanje qo, tj. prihvatljivi stringovi su {aa, aaaa, acaaaa, . . .}.

o Ako je pocetni simbol nula, jedan ili vise znakova b, tada su prihvatljivi stringovi
{aa, aaaa, acaaaa, ...}, {baa,bacaa,baccaaa,...}, {bbaa,bbaaaa,bbacaaaa,...},
..y {bb...baa,bb...baaaa,bb...baaacaa,...}.

o Ako bilo koji broj stringova b lezi izmedu a, tada su prihvatljivi stringovi

{aba, abba, ..., abababa, abbabbabba, . .., abababababa, abbabbabbabbabba, . . .}.

Dakle, bilo koji string koji sadrzi paran broj simbola a je prihvatljiv za masinu M. Prema
tome, skup stringova prihvatljivih za masinu M je
{€,b,bb,bbb, ..., aa,aaaaq,...,aba,abba, ..., abababa, .. .}.
[

Primjer 4.7. Konstruisati DFA koja prihvaéa stringove sastavijene od meparnog broja
simbola a i simbola b. [

Rjesenje.  Posmatrajmo masinu M = (Q,%,d,q0, F) pri ¢emu je ¥ = {a,b}.
Pretpostavimo da je konacan skup stanja Q@ = {qo,q1,...,¢}, pri ¢emu je go pocetno
stanje i jedno (vise) stanje je finalno stanje (stanja), tj. pripada skupu F .

(a) Ako string pocinje sa simbolom a (strelica 1), tada u sljedeéem stanju ¢; mora biti
neparan broj simbola b (1,3,5,...) i paran broj simbola a (2,4,6,...).

(b) Ako postoji string koji sadrzi simbol a ispred kojeg je jedan b (strelica 2), tada se
dostize stanje g2 Sto je prihvatljivo stanje. Takoder je ta¢no sa a-ove, 3a-ove, ba-ove
itd. ispred kojeg su b-ovi, 3b-ovi, bb-ovi, itd.
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4.2. Deterministicki konaéni automat (DFA)
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(c¢) Ako string pocinje sa simbolom b (strelica 5), tada u sljede¢em stanju g3 mora biti
neparan broj simbola a (1,3,5,...) i paran broj simbola b (2,4,6,...).

(d) Ako postoji string koji sadrzi simbol b (strelica 5) iza kojeg slijedi a (strelica 7), tada
se dostize stanje ¢o Sto je prihvatljivo stanje, (koje je ta¢no za neparan broj a-ova i

b-ova).
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(e) Kombinujuéi  prehodna  dva  dijagrama, kona¢ni  dijagram  masine

M = ({quQ17q2aq3}7 {a7b}75a q0, {QQ}) je dat kao
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Slika 4.1: Dijagram masine M = ({qo, ¢1, 92,93}, {a, b}, 8, g0, {q2})

4.2.2 Tabele tranzicije

Ponekad dijagrami tranzicije za mnoge DFA mogu biti jako komplikovani za
predstavljanje pa postoji jednostavnije predstavljanje funkcija tranzicije sa tabelama.
Vrste tabela sadrze stav stanja skupa @ a kolone tabele sadrze sve ulazne simbole skupa
S. Naprimjer, posmatrajmo funkciju tranzicije 6(q,a) = p. Njen dijagram tranzicije je

TN a

‘g q |

A

a tabela tranzicije je
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4.2. Deterministicki konaéni automat (DFA)

Stanje Ulazni simbol
a
q p

Ovo pokazuje da je masina u stanju ¢ i nakon oc¢itanja simbola a njeno stanje se mijenja
u p.

U tabeli tranzicije, pocetno stanje je oznaceno sa strelicom a finalno stanje je oznaéeno
ispunjenim kruzi¢em. Naprimjer, masina M na Slici 4.1 se prikazuje sljede¢om tabelom
tranzicije

. Ulazni simbol
Stanje
a b
—qo q1 q3
q1 4o q2
® (2 qs q1
g3 q2 q1
Primjer 4.8. Konstruisati DFA koja prihvata string koji sadrzi uzorak 011. [ ]

Rjesenje. Konstruisimo DFA nad alfabetom 3 = {0, 1} pretpostavljajuéi da je gy pocetno
stanje.

(a) Od stanja ¢p pa nadalje mora se utrositi string 011 (koji je neophodan substring ili
substring koji sadrzi uzorak pronaden u svim prihvatljivim stanjima)
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(b) Bilo koji string koji pocinje sa simbolom 0 iza kojeg je bilo koji broj nula prije uzorka
011 je prihvatljiv (011,0011,00011,...). Prema tome, mora se desiti ponavljajuca
tranzicija na stanju ¢; na simbolu 0.
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(c) Bilo koji string koji pocinje sa simbolom 1 iza kojeg slijedi bilo koji broj jedinica
prije uzorka 011 je prihvatljiv (1011,11011,111011,...). Prema tome, mora se desiti
ponavljajuca tranzicija na stanju gg na simbolu 1.

i
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(d) Kombinujuéi (b) i (¢) dobijamo trazeni DFA
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4.2. Deterministicki konaéni automat (DFA)

(e) Ako string koji sadrzi 01 iza kojeg slijedi uzorak 011, tada iz stanja g2 postoji luk
koji vraca na stanje ¢; na ulazni simbol 0, tako da masina dostize prihvatljivo stanje
g3 nakon ¢itanja uzorka 011.
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(f) Poslije uzorka 011 string moze da sadrzi bilo koji broj nula i/ili jedinica pa zbog toga
postoji ponavljajuéi luk na stanju g3 nad simbolima 0 ili 1.
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Primijetimo da u ovoj masini postoji jedan i samo jedan izlaz na svakom simbolu na
svakom stanju, pa je maSina odredena.

Konacno, DFA je M = ({qo0,¢1,92,93},{0,1},9,q0,{q3}), gdje su funkcije § prikazane u
sljedecoj tabeli

Stanje Ulazni simbol
0 1
—qo q1 q0
q1 q1 qz
q2 q1 q3
® 43 43 a3

Primjer 4.9. Konstruisati DFA nad alfabetom X = {a} koja prihvaéa stringove iz skupa
{€, aaaa, aaaaaaaa, ...}, (nigedan ili visekratnik od 4 simbola a). n

Rjesenje. Neka je M masina i qy pocetno stanje.

(a) Ako je prvisimbol nula string €, tada je pocetno stanje i krajnje stanje, pa ¢e dijagram
stanja biti

()
)
(b) Od stanja qo pa naprijed, postoji utrosak od 4 uzastopna simbola a kojeg slijedi
jedan ili nijedan takav skup simbola a, tj.
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Konacéno, DFA je M = ({qo,q1,92,93},{a},d,490,{q0}), gdje su funkcije § prikazane u
sljedecoj tabeli
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4.2. Deterministicki konaéni automat (DFA)

. Ulazni simbol
Stanje
a
— *o q1
q1 q2
qz q0
q3 90

4.2.3 /-glava

Umjesto definisanja ponasanja funkcije tranzicije nad jednim simbolom moze se takoder
zahtijevati i ponasanje te funkcije nad proizvoljnim stringom tako da masina ne ¢ita samo
jedan simbol veé niz simbola ili string.

Definicija 4.2.2. Neka je string definisan nad alfabetom X, tj. skup svih mogucih
stringova je u X*. Tada je §-glava definisana kao funkcija

§:Q XX Q,
odnosno kazemo da je 0-glava funkcija tranzicije koja slika stanje sa stringom u stanje.

Neka je automata M u stanju ¢ i poslije oCitovanja stringa x (Celije trake sadrze string
x), automata dostize stanje p, kao §to je prikazano na slici

Dakle, ponaSanje d-glave nad stringom z je dato sa 5(q, x) = p, gdje string & moze biti i
jedan simbol.
Uocimo da §-glava ima sljedece osobine.

(a) Za proizvoljno stanje ¢, ako je ulazni string nula string e, tada stanje automate ostaje
nepromijenjeno, tj. vrijedi 0(q,€) = g. A ako je string jedan simbol, odnosno duzine
jedan, tada su d-glava i § funkcija iste, tj. d(q,a) = d6(q,a) = p.

=
q P
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4.2. Deterministicki konaéni automat (DFA)

(b) Ako string x nije jedan simbol veé pretpostavimo da je formiran od alfabeta a i
substringa y, tj. = ay, tada je §(q, ay) = 6(6(q,a),y). Naprimjer ako je x = 1011,
tada jea =11y =011.

=%
q B

Ovdje je 6(q,a) = p i poslije ocitovanja substringa y automata dostize stanje r, tj.

6(g,z) =

|a | ............ . |

==3

r

Na ovaj nacin automata zavrSava tranziciju nad stringom z.

Primjer 4.10. Masina M = ({qo,q1},{a}, 9, qo0,{q1}) ima sljedeée osobine tranzicije
—I-k\ (i'o (i' )f

Ispitati ponasanje DFA nad stringom aaa. [

Rjesenje. Pretpostavimo da je automata u pocetnom stanju ¢o i ispitajmo njeno
ponasanje nad stringom aaa, tj.

0(q0, aaa) = 6(5(q0, a), aa) = 8(q1, aa) = 6(5(q1,a),a) = 3(qo, a)
= S(q07 ae) = S(é(CJOa a)) = S(Qh 6) = {ql}
Bududi da je stanje (¢q1) prihvatljivo stanje, tada je i string aaa prihvatljiv za DFA.

Primjer 4.11. Konstruisati DFA M koja prihvata skup stringova koji imaju neparan
broj simbola a i neparan broj simbola b. [

Rjesenje. Masina M koja prihvaca stringove neparan broj simbola a i neparan broj
simbola b je M = ({q0,¢1,42,93},{a,b},d,q0,{g2}) 1 funkcije tranzicije su opisane
tabelom

. Ulazni simbol
Stanje
a b
—qo q1 q3
q1 40 q2
® (2 qs3 q1
g3 q2 q1
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4.3

4.3. Nedeterministicki kona¢ni automat (NFA)

Sada definisemo pokrete DFA nad stringom abaabb koji mora biti prihvatljiv tj. nakon
oCitanja cijelog stringa masina dostiZe finalno stanje {¢2}. Dakle,

0(qo, abaabb)

5(8(qo, a), baabb) = 6(q1, baabb) = §(5(qy, b), aabb) = 5(qa, aabb)
8(6(q2, 0), abb) = (gs, abb) = 5(8(qs, a), bb) = (g2, bb) = 6(3(g2,b). b)
= S(Qh b) = 5(Q17 be) = 5(5(q17b)7 6) = 8(‘]27 6) = 6(q27 6) = {q2}

gdje je {g2} prihvatljivo stanje za masinu M.

Jezik deterministickih konaénih automata

Poznavajué¢i ponasanje automata nad proizvoljnim stringom i nad skupom stringova,
mozemo definisati i jezik deterministi¢kih konac¢nih automata. Neka je M DFA, tada je
jezik prihvaéen od M, u oznaci Ly, je

Ly={z:zeX* i §(q,z) e F}.

Ustvari, kazemo da proizvoljni string x iz skupa X* ée biti jezik masine M ako iz pocetnog
stanja poslije ¢itanja kompletnog stringa x, dostize svoje finalno stanje. Sada vidimo da
ako je X alfabet tada je skup svih moguéih stringova formiranih nad ¥ ustavri ¥*. U
skupu X* postoje dvije mogucée klase jezika, tj. Lys i X* — Ly, pri ¢emu Ly, sadrzi onaj
skup stringova koji su prihvatljivi za automat M i ¥* — Lj; preostale stringove koji su
odbaceni od automata M. Zbog toga su Ljys i ¥* — Lj; dva disjunktna skupa.

Nedeterministitki kona&ni automat (NFA)

U prethodnom dijelu smo razmatrali deterministicke kona¢ne automate DFA ¢ije su
tranzicije stanja odredene, §to znaci da postoji jedan i samo jedan izlazni luk iz svakog
stanja na ulaznom simbolu. Zato mozemo re¢i da DFA daje staticki pogled na konacne
automate.

Sada ¢emo razmatrati fleksibilni/dinamicki pogled na kona¢ne automate ¢ije tranzicije
na stanjima nisu deterministicke prirode (nedeterministicki su), $to znaci da postoji
mogucénost viSe tranzicija na nekom ulaznom simbolu iz jednog stanja. Automate takve
kategorije su poznate kao neterministicke konacne automate
(NDFSA/NDFSM/NDFA/NFA). Obiljezje dinamicnosti predstavljeno kod kona¢nih
automata daje vise snage konaénim automatima. Abstraktni pogled na NFA, slican je
pogledu na DFA, je prikazan na sljedecoj slici

T
h‘h‘h‘"-

a

.|

a
3

M
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4.3. Nedeterministicki kona¢ni automat (NFA)

Definicija 4.3.1. Nedeterministicki konacni automat (NFA) ima:
(a) konacan skup stanja Q,

(b) konacan skup ulaznih simbola X,

(¢) pocetno stanje qo, gdje je qo € Q,
(d) skup prihvatljivih stanja (konacno stanje) F C Q,

(e) funkciju tranzicije § koja definise sljededu tranziciju iz trenutnog stanja nad
ulaznim simbolom (koja ne doseze stanje ili doseze jedno ili vise stanja). Da ne
doseze stanje znaci da nema izlaznog luka iz trenutnog stanja na tom simbolu,
odnosno da nema tranzicije iz stanja definisanog nad tim simbolom. Tranzicija
na jednom stanju znaci da postoji jedinstvena tranzicija iz stanja nad tim
simbolom, tj. postoji samo jedan izlazni luk iz tog stanja. Tranzicija na vise
stanja znaci da postoji moguénost dvije ili vise tranzicija na tom stanju nad
tsimbolom, tj. da postoje dva ili vise izlazna luka iz tog stanja.

Dakle,  nedeterministicki  konacéni  automat (NFA) je wredena  petroka
M = (Q,%,0,q0, F) gore definisanih objekata. Funkcija tranzicije je preslikavanje
stanja Q sa ulaznim simbolom na partitivni skup skupa Q, tj.

§:Q xS — P(9).

Funkcija tranzicije vraca stanje/stanja koja su u partitivnom skupu skupa @Q, pa je
konaé¢no stanje F' je takoder podskup od skupa (). Partitivni podskup skupa @ ukljucuje
i ® (element bez stanja), tj. @ definiSe tranziciju bez stanja na bilo kojem simbolu.
Dinamicnost prirode NFA je razlog §to funkcija 6 vraéa stanje koje je u skupu P(S).
Tranzicijski luk na jednom simbolu zavrSava na jednom, dva ili vise stanja ili mozda na
®. Ove moguénosti skupa stanja su ukljucene u skupu P(S).

Predstavljanje NFA je slicno predstavljanju DFA, tj. NFA mozemo predstaviti ili
pomocu dijagram stanja ili kroz tabelu tranzicija. Na sljedecoj slici smo konstruisali
NFA koja prihvata sve stringove koji sadrze podstring 011 ili uzorak simbola 011.

0,1

0,1
» o g #m : #m :
L0 o 0 e &N

Ova NFa se moze predstavti kao N = ({qo,q1,92,¢3},0,1,9,q0,{q3}), dok su funkeije
tranzciije definisane na sljede¢i nacin:
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4.3. Nedeterministicki kona¢ni automat (NFA)

(f) (g2, 1) = {aa},
(g) 0(g3,0) = {g3},
(h) (g3, 1) = {gs}-

4.3.1 o-glava

Poput d-glave DA, é-glava NFA definise ponasanje funkcije tranzicije nad proizvoljnim
stringom. Pretpostavimo da je string definsian nad alfabetom Y. Tada je skup svih
mogucih stringova skup X*. Tada, d-glava je definisana kao

§:Qx X" = PQ)

tj. d-glava je tranzicijska funkcija koja preslikava stanje iz @ i string iz ¥* u partitivnio
skup skupa Q.

Neka je N NFA ¢ije je trenutno stanje ¢ i njena traka sadrzi string x prikazan kao na
slici. Tada je ponasanje d-glave nad stringom z opisano ka0Q:
(a) ako je z nula string (€), tada je 6(q, €) = {q}, tj. stanje ostaje nepromijenjeno;

(b) ako je x sastavljen od dva ili vise simbola, tada dekompoziramo string = u podstring
y 1 simbol a tako da je = ya i onda je d(q, z) = d(q,ya) = 0(d(q,y), a).

Pretpostavimo da, nakon prihvatanja podstringa y, iz stanja ¢ se mogu dostici stanja
D1,D2,- -, Pi, tj. daje d(q,y) = {p1,p2,--.,pi}, kao sto je prikazano na slici

Odavdje je

6(6(¢,y),a) = 6({p1,p2,---,pi}, 0)

= d(p1,a) Ud(p2,a) U---6(ps,a) = | 6(pr,a) = {r1,ma, ... 75}
k=1
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4.3. Nedeterministicki kona¢ni automat (NFA)

Zbog dinamic¢nosti priirode NFA, imamo sljedece slucajeve:

(a) j = i, tada svako stanje ima jednu tranziciju na svakom simbolu, pa se vraca isti
broj stanja,

(b) j =0, tada nema tranzicijskog luka nad simbolom a na stanju py,
(¢) 7 >1ili j <1, uzavisnosti od prirode tranzicije na stanju py nad simbolom a.

Abstraktni pogled na automatu za vrijeme skeniranja stringa z = ya je prikazan sa
sljede¢om slikom

Provjeriti da li prihvata string 101101. ]

Rjesenje. Automata N se moze definisati kao M = ({qo,¢1,42,93},0,1,6, o, {g3}) gdje
su funkcije tranzicija ¢ prikazane u sljedecoj tabeli tranzicija

. Ulazni simbol
Stanje i T

—q | {90, a1}| {q}

Q1 % {q2}

g2 P {as}

°q3 | {as} {as}

Provjerimo ponaSanje automate /N nad stringom 101101 sa pocetnim stanjem qq.

8(go,101101) = 8(3(go, 1),01101) = &(go, 01101) = 6(8(go,0), 1101) = §({qo, 1}, 1101)
= 6(qo, 1101) U &(q1, 1101)
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4.3.2

4.3. Nedeterministicki kona¢ni automat (NFA)

Dalje je
0(qo, 1101) = 6(3(go, 1), 101) = d(qo, 101) = 5(d(go, 1),01) = d(go, 01) = 3(3(q0,0),1)
({q()vql} 1) - 5({q07q1} 1. 6) g(q()v 1. 6) 5( q1, 16)
= 0(8(qo, 1), €) Ud(8(q1,1),€) = (g0, €) Ud(gz, €) = {qo} U{go} = {ap, s}

odakle vidimo da nijedno stanje nije prihvatljivo stanje.
Takoder,

3(g1,1101) = 8(8(qy,1),101) = §(ga, 101) = 3(5(ga, 1),01) = (g3, 01)
=6(5(g3,0),1) = 6(gs, 1) = 6(gs, 1.€) = 6(5(gs, 1), €) = 6(gse) = {a3}

Sto je prihvatljivo stanje. Prema tome, automata N ¢ée se kretati nad stringom 101101
sljedeé¢im putanjama

1 0 1 1 0 1
> Uy » o » do > 4y » o - » 4y »dy
e, 0 1
() "-‘ ql m......,.".“....’ qE
1 1 0 1
q, >y » s P Uy —p U3

Jedina prihvatljiva putanja iz poCetnog stanja g je ozna¢eno punom linijom. Duz ove
putanje automata N dostize prihvatljivo stanje g3 na kraju stringa 101101.

Jezik NFA

Poslije utvrdivanja ponaSanja NFA nad proizvoljnim stringom, sada lako mozemo
definisati jezik NFA. Neka je N = {Q, X, 0, qo, F'} NFA, tada je Ly jezik prihvaden od
NFA gdje je

Ly ={z:2 €% id(q,z) € P(Q) tako da (g, x) N F # ®}.

To znaci da jezik Ly sadrzi proizvoljni string = izabran iz skupa svih moguéih stringova
tako da NFA N, poslije o¢itovanja stringa x, dostize stanje koje je u partitivnom skupu
skupa @ i takav da nije odvojen od skupa F tj. S(qo, ) N F # ®. Odnosno, postoji bar
jedno stanje koje je i u skupu F' i u skupu P(Q).

Primjer 4.13. Za NFA iz Primjera 4.12, testirati string 10101 koji nije u jeziku od N.
[

Rjesenje. Neka je © = 10101. Ako je x jezik od N, tj. = € ¥* gdje je ¥ = {0, 1}, tada
nakon Citanja stringa x, NFA N dostize svoje finalno stanje, tj. bilo koje stanje koje
pripada skupu P(Q) koji sadrzi finalno stanje {g3}. Sada mozemo konstruisati kretanje
NFA nad stringom x koje je prikazano na slici

1
—P gy P ([ e

[# qs]




4.3. Nedeterministicki kona¢ni automat (NFA)

Bududéi da je S(QO, 10101) = @ ili {qo} ili {¢2}, tada nijedan skup ne sadrzi {¢g3}. Prema
tome, 0(go,10101)n{g3} = P, pa string x nije prihvatljiv sa NFA N.
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